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Toute variété algébrique X sur le corps des nombres complexes peut 
être munie, de façon canonique, d’une structure d’espace analytique; tout 
faisceau algébrique cohérent sur X détermine un faisceau analytique cohérent. 
Lorsque X est une variété projective, nous montrons que, réciproquement, 
tout faisceau analytique cohérent sur X peut être obtenu ainsi, et de façon 
unique; de plus, cette correspondance préserve les groupes de cohomologie. 
Ces résultats contiennent comme cas particuliers des théorèmes classiques de 
Cuow et Lerscuerz, et permettent d'aborder la comparaison entre espaces 
fibrés algébriques et espaces fibrés analytiques de base une variété algébrique 
projective. 


R. THOM. — Les singularités des applications différentiables. . .. 43 


Les singularités des applications différentiables f d’un espace euclidien R" 
dans un R? font l’objet d’une première classification; on s'intéresse particu- 
lièrement aux singularités « génériques », i. e. celles qui subsistent après une 
déformation arbitrairement petite de l'application. On montre que le lieu S;(f) 
des points de R* où le rang de f s’abaisse de k unités est génériquement une 
sous-variété sans singularités de R", de codimension k (n—p-+ hk). On 
définit les singularités exceptionnelles d’ordre p, dont la détermination fait 
intervenir les dérivées d’ordre p de f. On étudie ces singularités au point de vue 
de l’équivalence topologique locale, ainsi qu’au point de vue homologique 
global. On démontre par exemple que le nombre des points critiques excep- 
tionnels d’une application f d’une variété compacte V* dans le plan (nombre — 
des points de rebroussement du contour apparent) est congru mod. 2 à la 
caractéristique d’Euler-Poincaré de V". 


G. REEB. — Sur la théorie générale des systèmes dynamiques.. 89 
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L'objet de cet article est l’étude d’une certaine structure locale qui constitue 
une généralisation de la notion de variété feuilletée. Cette structure ne fait 
appel qu’à des notions de topologie générale, on peut démontrer dans ce cadre 
un grand nombre des résultats familiers relatifs aux systèmes dynamiques 


topologiques. 
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MITH. — Functional spaces and func- 


Dans le travail présent nous considérons des classes linéaires fonctionnelles T 
dont les fonctions sont définies sur un ensemble de base à l’exception d’un 
ensemble À c & appartenant à une classe a d’ensembles (A variant avec la 
fonction). Les notions d’une classe fonctionnelle normée et d’un espace fonc- 
tionnel sont introduites ensuite. Notre problème central est de trouver une 


complétion fonctionnelle $ d’une classe fonctionnelle normée % (c’est-à-dire 


un espace fonctionnel complet Ÿ$ dont F soit un sous-espace dense). Le pro- 
blème n’admet pas toujours de solution et même quand il en admet une, cette 
solution nécessite en général un élargissement de la classe exceptionnelle a. 
La construction d’une telle classe élargie & forme la partie essentielle du 
problème. Pour une classe normée % nous définissions des fonctions sous- 
additives c. (B) d’un ensemble B c & (que nous appelons capacités); les classes 
Ele; (B) — 0] présentent des choix acceptables pour &%. Nous donnons aussi 


des conditions suffisantes simples (propriétés de majoration) qui assurent 
Vexistence d’une complétion parfaite, c’est-à-dire avec une classe # 
minimale. 

Les exemples du second chapitre servent à illustrer la signification et l’uti- 
lité des notions introduites dans le premier chapitre. Mentionnons l’exemple 3 
où nos capacités servent a étendre le théorème de Farou sous sa forme la 
plus précise aux fonctions harmoniques dans un domaine n-dimensionnel avec 
une frontière aux normales lipschitziennes (cette extension était connue 
méme dans un cadre bien plus large mais sous une forme moins précise). 
Dans l’exemple 4 nous considérons les potentiels d’ordre « de M. Rresz. 
Nous montrons que dans ce cas notre capacité c, coincide avec la capacité 
usuelle d’ordre «. En combinant nos résultats avec des résultats récents de 
G. CHoQUET, nous prouvons que les capacités — extérieure et intérieure — 
d'ordre « sont égales pour les ensembles analytiques (ce fait n’était connu 
que pour a < 2). 


A. REVUZ. — Fonctions croissantes et mesures sur les espaces 
topologiques ordonnés......... MRE ee ter, 


Etude du problème suivant: X étant un espace topologique ordonné et F 
une application de X dans un groupe topologique ordonné Y, quelles condi- 
tions y a-t-il lieu d'imposer à X, à F et à Y pour qu'il existe une mesure v. 
définie sur un ensemble de parties de X, pour laquelle le cône négatif C_ (x) 
(ensemble des y € X vérifiant y < x) soit mesurable-u et ait pour mesure 
uC_ (x) = F(x) pour tout x € X. 

_ Applications: Capacités; répartitions de probabilité: fonctionnelles 
Étude de l'intégration relativement à une mesure ainsi définie. . 
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B. MALGRANGE. — Existence et approximation des solutions des 
équations aux dérivées partielles et des équations de convolution. 271 


Le premier chapitre est consacré (aux équations aux dérivées partielles 
à coefficients constants. Une telle équation possède toujours une solution 
élémentaire E possédant la propriété suivante : si f est une fonction de carré 
sommable à support compact, E *f est une fonction localement de carré 
sommable. 

Dans tout ouvert convexe, une équation dont le second membre est indé- 
finiment différentiable (resp. localement de carré sommable) admet une solu- 
tion indéfiniment différentiable (resp. localement de carré sommable). 

Les solutions d’une équation homogène dans un ouvert convexe sont limites 
de combinaisons linéaires des exponentielles-polynômes solutions. 

Le second chapitre est consacré aux équations de convolution homogène 
dont le noyau est à support compact : toute solution d’une telle équation est 
limite de combinaisons linéaires des exponentielles-polynômes solutions 
(ce qui généralise aux fonctions de plusieurs variables une partie des 
résultats de Delsarte et Schwartz sur les fonctions moyennes-périodiques). 

Le troisième chapitre est consacré aux équations elliptiques (appelées ici : 
équations du type (P), à valeurs dans des espaces fibrés à fibre vectorielle 
de base non compacte: On fait l'hypothèse suivante: toute solution de 
l'équation (homogène, transposée, nulle sur un ouvert, est identiquement nulle 
(hypothèse vérifiée, par exemple, si l'équation est à coefficients analytiques). 
Alors : ; 

a) Toute équation avec second membre admet une solution. 

b) Toute solution de l'équation homogène dans un ouvert est limite de 
solutions dans tout l’espace si et seulement si le complémentaire de cet ouvert 
n’a pas de composantes connexes compactes. 

Application: sur un espace de Riemann analytique, on peut calculer la 
cohomologie avec les formes différentielles à coefficients analytiques. 
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Une amélioration de la théorie des fonctions moyenne-périodiques. 
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GEOMETRIE ALGEBRIQUE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE 
par Jean-Pierre SERRE. 


INTRODUCTION 


Soit X une variété algébrique projective, définie sur le corps 
des nombres complexes. L’étude de X peut étre entreprise 
de deux points de vue: le point de vue algébrique, dans lequel 
on s'intéresse aux anneaux locaux des points de X, aux appli- 
cations rationnelles, ou régulières, de X dans d’autres variétés, 
et le point de vue analytique (parfois appelé « transcendant ») 
dans lequel c’est la notion de fonction holomorphe sur X qui 
joue le principal rôle. On sait que ce second point de vue s’est 
révélé particulièrement fécond lorsque X est non singulière, 
cette hypothèse permettant de lui appliquer toutes les ressources 
de la théorie des variétés kählériennes (formes harmoniques, 
courants, cobordisme, etc.) 

Dans de nombreuses questions, les deux points de vue 
conduisent à des résultats essentiellement équivalents, bien 
que par des méthodes très différentes. Par exemple, on sait que les 
formes différentielles holomorphes en tout point de X ne sont 
pas autre chose que les formes différentielles rationnelles qui 
sont partout « de première espèce » (la variété X étant encore 
supposée non singulière); le théorème de Cow, d’après lequel 
tout sous-espace analytique fermé de X est une variété algé- 
brique, est un autre exemple du même type. 

Le but principal du présent mémoire est d’étendre cette 
‘équivalence aux faisceaux cohérents; de façon précise, nous 
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montrons que faisceaux algébriques cohérents et faisceaux 
analytiques cohérents se correspondent biunivoquement, et que 
la correspondance entre ces deux catégories de faisceaux 
laisse invariants les groupes de cohomologie (voir n° 12 pour 
les énoncés); nous indiquons diverses applications de ces 
résultats, notamment à la comparaison entre espaces fibrés 
algébriques et espaces fibrés analytiques. 

Les deux premiers paragraphes sont préliminaires. Au § 1 
nous rappelons la définition et les principales propriétés des 
«espaces analytiques ». La définition que nous avons adoptée 
est celle proposée par H. Cartan dans [3], à cela près que 
H. Cartan se bornait aux variétés normales, restriction inutile 
pour notre objet; une définition tres voisine a été utilisée par 
W-L. Cuow dans ses travaux, encore inédits, sur ce sujet. 
Dans le § 2, nous montrons comment l’on peut munir toute 
variété algébrique X d’une structure d’espace analytique, 
et nous en donnons diverses propriétés élémentaires. La plus 
importante est sans doute le fait que, si O, (resp. d6,) désigne 
l’anneau local (resp. l’anneau des germes de fonctions holo- 
morphes) de X au point x, les anneaux ©, et 96, ont même 
complété, et, de ce fait, forment un « couple plat », au sens de 
l'Annexe, déf. 4. 

Le $ 3 contient les démonstrations des théorèmes sur les 
faisceaux cohérents auxquels nous avons fait allusion plus haut. 
Ces démonstrations reposent principalement, d’une part sur 
la théorie des faisceaux algébriques cohérents développée 
dans [18], et d’autre part sur les théorèmes A et B de [3], 
exp. XVIII-XIX; pour être complets, nous avons reproduit 
les démonstrations de ces théorèmes. 

Le § 4 est consacré aux applications ('): invariance des 
nombres de Berri par automorphisme du corps des complexes, 
théorème de CHow, comparaison des espaces fibrés algébriques 
et analytiques de groupe structural un groupe algébrique donné. 
Nos résultats sur cette dernière question sont d’ailleurs fort 
incomplets : de tous les groupes semi-simples, nous ne savons. 
traiter que le groupe linéaire unimodulaire, et le groupe sym- 
plectique. 


{1} Nous avons laissé de côté les applications aux fonctions automorphes, pour 
lesquelles nous renvoyons à [3], exp. XX. | 
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Enfin, nous avons eu besoin d’un certain nombre de résultats 
sur les anneaux locaux qui ne se trouvent pas explicitement 
dans la littérature; nous les avons groupés dans une Annexe. 


$ 1. — Espaces analytiques. 


1. Sous-ensembles analytiques de l’espace affine. 

Soit n un entier > 0, et soit G" l’espace numérique complexe 
de dimension n, muni de la topologie usuelle. Si U est un sous- 
ensemble de C”, on dit que U est analytique si, pour tout xeU, il 
existe des fonctions f,, ..., f, holomorphes dans un voisinage 
W de x, et telles que Un W soit identique à l’ensemble des 

| points zeW vérifiant les équations f,(z) =0,i=1,...,k. Le sous- 

ensemble U est alors localement fermé dans C" (c’est-à-dire 
intersection d’un ouvert et d’un fermé), donc localement 
compact lorsqu'on le munit de la topologie induite par celle 
de C”. | 

Nous allons maintenant munir l’espace topologique U d’un 
faisceau. Si X est un espace quelconque, nous noterons €(X) 
le faisceau des germes de fonctions sur X, à valeurs dans C 
(cf. [18], n° 3). Si 4 désigne le faisceau des germes de fonctions 
holomorphes sur C”, le faisceau 96 est un sous-faisceau de 

/€(C"). Soit alors x un point de U; on a un homomorphisme de 
restriction 


ep: €(C"), > €(U),. 


L'image de 4, par €, est un sous-anneau #4, de C(U),; 
Iles 96, y forment un sous-faisceau 465 de €(U), que nous appel- 
lerons le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur U; 
c’est un faisceau d’anneaux. Nous noterons -b,(U) le noyau de 
é,: d6,— Hu; vu la définition de 46, v, c’est l’ensemble des 
fed, dont la restriction à U est nulle dans un voisinage de x; 
nous identifierons fréquemment 46,, à l’anneau quotient 
#.J4.(U). | | | 
Puisque nous avons une topologie et un faisceau de fonctions 
sur U, nous pouvons définir la notion d’application holomorphe 
(cf. [3], exp. VI ainsi que [18], n° 32): 

= Soient U et V deux sous-ensembles analytiques de C et de G5, 
respectivement. Une application ¢: U— V sera dite holo- 
orphe si elle est continue, et si f¢d6,..,y entraîne f°ced6, v. 
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Il revient au même de dire que les s coordonnées de ¢(z), veU, 
sont des fonctions holomorphes de x, autrement dit des sections 
de dby. 

La composée de deux applications holomorphes est holo- 
morphe. Une bijection & : U— V est appelée un isomorphisme 
analytique (ou simplement un isomorphisme) si ¢ et g~' sont 
holomorphes; cela équivaut à dire que & est un homéomor- 
phisme de U sur V qui transforme le faisceau #y en le 
faisceau 90%. 

Si U et U’ sont deux sous-ensembles analytiques de C’ et de C’, 
le produit U X U’ est un sous-ensemble analytique de C’~”. 
Les propriétés énoncées dans [18], n° 33 sont valables, en 
remplaçant partout sous-ensemble localement fermé par sous- 
ensemble analytique, et application régulière par application 
holomorphe; en particulier, si 6 : U— V et ¢’: U’— V' sont des 
isomorphismes analytiques, il en est de même de 


exon UXU=VX V. 


Toutefois, a la différence du cas algébrique, la topologie 
de U x U’ est identique à la topologie produit des topologies 
de U et de U’. 


2. La notion d’espace analytique. 


DériniTioN 1. — On appelle espace analytique un ensemble X 
muni d’une topologie et d’un sous-faisceau dx du faisceau E(X), 
ces données étant assujetties à vérifier les axiomes suivants : | 

(Hi). Il existe un recouvrement ouvert {Vi de l’espace X, 
tel que chaque V;, muni de la topologie et du faisceau induits par | 
ceux de X, soit isomorphe à un sous-ensemble analytique U; d’un 
espace affine, muni de la topologie et du faisceau définis au n° 1. 

(Hi). La topologie de X est séparée. 

Les définitions du n° 1, étant de caractère local, se trans- 
portent aux espaces analytiques. Ainsi, si X est un espace 
analytique, le faisceau 36, sera appelé le faisceau des germes de 
fonctions holomorphes sur X; si X et Y sont deux espaces. 
analytiques, une application ¢: X— Y sera dite holomorphe 
si elle continue, et si fei6,4,x entraîne feceÿ6, x; ces appli- 
cations forment une famille de morphismes (au sens de. 
N. Boursaki) pour la structure d’espace analytique. 
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Si V est un sous-ensemble ouvert d’un espace analytique X, 
nous appellerons carte de V tout isomorphisme analytique de V 
sur un sous-ensemble analytique U d’un espace e affine. L’axiome 
(Hu) signifie qu'il est possible de recouvrir X par des ouverts 
possédant des cartes. Si Y est un sous-ensemble de X, nous 
dirons que Y est analytique si, pour toute carte o: V+U, 
image ¢(Y nV) est un sous-ensemble analytique de U. S’il 
en est ainsi, Y est localement fermé dans X, et peut être muni 
de façon naturelle d’une structure d’espace analytique, dite 
induite par celle de X (cf. [18], n° 35 pour le cas algébrique). 
De même, soient X et X’ deux espaces analytiques; il existe 
alors sur X X X’ une structure anis analytique et une 
seule telle que, si ¢: VU et o’: V' — U’ sont des cartes, 
oxo’: V x V' — U x U’ soit une carte de V X V'; muni 
de Site structure, X X X’ est appelé le produit des tes 
‘analytiques X et X’; on observera que la topologie de X xX X’ 
coïncide avec la topologie produit des topologies de X et de X’. 

Nous laissons au lecteur le soin de transposer aux espaces 
‘analytiques les autres résultats de [18], n°S 34-35. 


3. Faisceaux analytiques. 

La définition des faisceaux analytiques donnée dans [2], 
‘exp. XV s’étend d’elle-méme au cas d’un espace analytique X: 
un faisceau analytique # est simplement un faisceau de modules 
‘sur le faisceau d’anneaux 96,, autrement dit, un faisceau de 
46x-modules (cf. [18], n° 6). 

Soit Y un sous-ensemble analytique fermé de X; pour tout 
:zeX, soit .b,(Y) l’ensemble des fe36, , dont la restriction à Y 
est nulle au voisinage de x. Les .b,(Y) forment un faisceau 
id’idéaux .b(Y) du faisceau 96%; le faisceau .b(Y) est donc un 
ifaisceau analytique. Le faisceau quotient 96x/.b(Y) est nul 
‘en dehors de Y, et sa restriction à Y n’est autre que d6y, par 
définition même de la structure induite; on pourra donc 


[Ridentifier à Hy, cf. [18], n° 5. 


Proposition 1. — a) Le faisceau dx est un (Hi cohérent 
pd anneaux ([18], n° 15). 
 b) Si Y est nen sous-espace analytique fermé de ST le faisceau 
L(Y) est un faisceau analytique cohérent (c’est-à-dire un faisceau 


\cohérent de H#x-modules, au sens de [18], n° 12). 


| | 
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(on) 


Dans le cas où X est un ouvert de C’, ces résultats sont dus a 
K. Oxa et H. Carran cf. [1], ths. 1 et 2 ainsi que [2], exp. 
XV-XVI. Le cas général se ramène immédiatement à celui-là; 
en effet, la question étant locale, on peut supposer que X est un 
sous-ensemble analytique fermé d’un ouvert U de C"; on a 
Hy = vf XX), et, d’après ce qui précède, 36, est un faisceau 
cohérent d’anneaux, et .b(X) est un faisceau cohérent d’idéaux 
de iy; il en résulte bien que 36, est cohérent, cf. [18], n° 16. 
L’assertion b) se démontre de la même manière. 

Comme autres exemples de faisceaux analytiques cohérents, 
signalons les faisceaux de germes de sections d’espaces fibrés 
à fibre vectorielle (cf. n° 20), et les faisceaux de germes de fonc- 
tions automorphes ([3], exp. XX). 


4. Voisinage d’un point dans un espace analytique. 

Soient X un espace analytique, x un point de X, et 46, l’anneau 
des germes de fonctions holomorphes sur X au point x; cet 
anneau est une algèbre sur C, admettant pour unique idéal 
maximal l’idéal m formé des fonctions f nulles en x, et le corps 
36,JM n’est autre que C; autrement dit, 46, est une algèbre 
locale sur C. Lorsque X = C", l'algèbre 96, n’est autre que 
l'algèbre Cfz,, ..., z,{ des séries convergentes à n variables; 
dans le cas général, 96, est isomorphe à une algèbre quotient 
C}z,,..., z,{/a, puisque X est localement isomorphe à un sous- 
espace analytique de C"; il en résulte que 96, est un anneau 
noethérien; c’est de plus un anneau analytique, au sens de 
H. Cartan ([3], exp. VIT). 

On voit facilement que la connaissance de #6, détermine X 
au voisinage de x ([3], loc. cit.). En particulier, pour que X soit 
isomorphe à C” au voisinage de x, il faut et il suffit que l’algèbre 
36, soit isomorphe à Cfz,, ..., z,{; on voit aisément que cette 
condition équivaut à dire que #4, est un anneau local régulier 
de dimension n (pour tout ce qui concerne les anneaux locaux, 
cf. [16]). Le point x est alors appelé un point simple de dimension 
n sur X; si tous les points de X sont simples, X est appelé 
une variété analytique. 

Revenons au cas général; l’anneau 46, n’ayant pas d’autre — 
élément nilpotent que 0, il en résulte (cf. [15], chap. rv, § 2) 
que l’on a : 3 


0 Fr Ny, 
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les p; désignant les idéaux premiers minimaux de 3,. Si l’on 
note X;les composantes irréductibles de X en x, ona p, = bv, (X,) 
et d6,/p; = 46, x. Ceci ramène essentiellement l’étude locale de 
X a celle des X;; par exemple, la dimension (analytique 
c’est-à-dire la moitié de la dimension topologique) de X en x est 
la borne supérieure des dimensions des X; On observera que 
cette dimension coincide avec la dimension (au sens de Krull) 
de l’anneau local J6,; en effet, il suffit de le vérifier lorsque X 
est irréductible en +, c’est-à-dire lorsque J6, est un anneau 
d’intégrité; dans ce cas, si l’on note r la dimension analytique 
de X en x, on sait (cf. [14], § 4 ainsi que [3], exp. VIII) que 36, 
est une extension finie de C}z,, ..., z.}; comme C Zips agama 
a pour complété l’algèbre de séries formelles Ci[z,, ..., z,||, sa 
dimension est r, et il en est alors de même de J6,, d’après [16], 
p. 18, ce qui démontre notre assertion. 


§ 2. — Espace analytique associé a une variété algébrique. 


Dans ce qui suit, nous aurons a considérer des variétés 
algébriques sur le corps C. Une telle variété sera munie de deux 
topologies : la topologie « usuelle », et la topologie «de Zariski». 
Pour éviter les confusions, nous ferons précéder de la lettre Z 
les notions relatives à cette dernière topologie; par exemple, 
« Z-ouvert » signifiera « ouvert pour la topologie de Zariski ». 


5. Définition de l’espace analytique associé à une variété 
algébrique. 

La possibilité de munir toute variété algébrique d’une struc- 
ture d’espace analytique résulte du lemme suivant : 


Lemme 1. — a) La Z-topologie de C" est moins fine que la 
topologie usuelle. . 

b) Tout sous-ensemble Z-localement fermé de C" est analytique. 

c) Si U et U' sont deux sous-ensembles Z-localement fermés de 
C" et de CG", et si f: U — U’ est une application régulière, alors 
f est holomorphe. 

d) Dans les hypothèses de c), si l’on suppose en outre que f 


est un isomorphisme birégulier, c’est aussi un isomorphisme 


analytique. 
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Par définition, un sous-ensemble Z-fermé de C” est défini 
par l’annulation d’un certain nombre de polynômes; comme un 
polynôme est continu pour la topologie usuelle (resp. holomor- 
phe), on en déduit bien a) (resp. b)). Pour démontrer c), on peut 
supposer que U’ = C; on doit alors montrer que toute fonction 
régulière sur U est holomorphe, ce qui résulte encore du fait 
qu’un polynôme est une fonction holomorphe. Enfin, d) est 
conséquence immédiate de c) appliqué à f ”. 

Soit maintenant X une variété algébrique sur le corps C (au sens 
de [18], n° 34, donc non nécessairement irréductible). Soit V un 
sous-ensemble Z-ouvert de X, possédant une carte (algébrique) 


go: "VU, 


sur un sous-ensemble Z-localement fermé U d’un espace affine. 
D’après le lemme 1, b), U peut être muni d’une structure 
d’espace analytique. 


Proposition 2. — Il existe sur X une structure d’espace 
analytique et une seule telle que, pour toute carte g: V —U, 
l’ensemble Z-ouvert V soit ouvert, et © soit un isomorphisme 
analytique de V (muni de la structure analytique induite par celle 
de X) sur U (muni de la structure analytique définie au n° 1). 

(Plus brièvement : toute carte algébrique doit être une carte 
analytique). 

L’unicité est évidente, puisque l’on peut recouvrir X par des 
ensembles Z-ouverts V possédant des cartes. Pour prouver 
existence, soit ©: VU une carte, et transportons à V la 
structure analytique de U au moyen de ©". Si &': V': = U’ 
est une autre carte, les structures analytiques induites sur 
Vn V'par V et par V’ sont les mêmes, en vertu du lemme 1, d); 
de plus Vn V'est ouvert à la fois dans V et dans V’, en vertu 
du lemme 1, a). Par recollement, on obtient ainsi sur X une 
topologie et un faisceau dx qui vérifient visiblement l’axiome 
(H;). Pour vérifier (Hy) nous utiliserons l’axiome (VA) de 
[18], n° 34; avec les notations de cet axiome, les graphes T; 
des relations d'identification entre deux U, et U; sont Z-fermés 
dans U; x U,, done a fortiori fermés, ce qui signifie bien que X 
est séparé. 


Remarque. — On peut donner une définition directe de la 
structure analytique de X, sans passer par les cartes g: V+U. 
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On définit la topologie comme la moins fine rendant continues 
les fonctions régulières sur les sous-ensembles Z-ouverts de NS 
et l’on définit 46, x comme le sous-anneau analytique de C(X), 
engendré par O,,x (au sens de [3], exp. VIII). Nous laissons au 
lecteur le soin de vérifier l’équivalence des deux définitions. 

Dans la suite, nous noterons X" l’ensemble X muni de la 
structure d’espace analytique qui vient d’être définie. La 
topologie de X“ est plus fine que la topologie de X; comme X" 
peut être recouvert par un nombre fini d’ouverts possédant des 
cartes, X" est un espace localement compact dénombrable à 
Pinfint. 

Les propriétés suivantes résultent immédiatement de la 
définition de X*: 

Si X et Y sont deux variétés algébriques, ona(X x Y)"=X"x Y", 
Si Y est un sous-ensemble Z-localement fermé dans X, alors Y* 
est un sous-ensemble analytique de X*; de plus, la structure 
analytique de Y“ coincide avec la structure analytique induite 
sur Y par X“. Enfin, si f: X-> Y est une application régulière 
d'une variété algébrique X dans une variété algébrique Y, 
f est aussi une application holomorphe de X” dans Y*. 


6. Relations entre l'anneau local d'un point et l'anneau des 
fonctions holomorphes en ce point. 

Soit X une variété algébrique, et soit x un point de X. 
Nous nous proposons de comparer l’anneau local ©, des fonc- 
tions régulières sur X au point x avec l’anneau local 36, des 
fonctions holomorphes sur X" au voisinage de x. 

Comme toute fonction régulière est holomorphe, toute fonc- 
tion fe, définit un germe de fonction holomorphe en x, 
que nous désignerons par 4(f). L'application 0: 0, — 46, est 
un homomorphisme, et applique l'idéal maximal de 0, dans 
celui de %,; elle se prolonge donc par continuité en un homo- 
morphisme 6: 6, —#, du complété de ©, dans celui de %, 
| (cf. Annexe, n° 24). 


Proposition 3. — L’homomorphisme Ô : Ô, > %#, est bijectif. 
Nous démontrerons la proposition précédente en même temps 
qu’un autre résultat : L 
_ Soit Y un sous-ensemble Z-localement fermé de X, et soit 
.4,(Y) (ou 3,(Y, X) lorsque l’on veut préciser X) l'idéal de 0, 


| 


LA 
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formé des fonctions f dont la restriction à Y est nulle, dans un 
Z-voisinage de x (cf. [18], n° 39). L’image de J,(Y) par 0 est 


évidemment contenue dans l’idéal .b,(Y) de %, défini au n°3. 


Proposition 4. — L'idéal L,(Y) est engendré par 0(5,(Y 

Nous démontrerons d’abord les propositions 3 et 4 dans le cas 
particulier où X est l’espace affine CG". La proposition 3 est alors 
triviale, car Ô, et 4, ne sont autres que Valgebre Cl cerecdoctal 
des séries formelles en n indéterminées. Passons a la proposition 
4; soit a Vidéal de 96, engendré par J,(Y) (l’anneau ©, étant 
identifié à un sous-anneau de 36, au moyen de 4). Tout idéal de 
36, définit un germe de sous-ensemble analytique de X en x, 
cf. [1], n° 3 ou [3], exp. VI, p. 6; il est clair que le germe défim 
par à n’est autre que Y. Soit alors f un élément de &,(Y); 
en vertu du « théorème des zéros » (qui est valable pour les 
idéaux de 46,, cf. [14], p. 278, ainsi que [2], exp. XIV, p. 3 
et [3], exp. VIII, p. 9) il existe un entier r > 0 tel que f’ea. 
A fortiori, on aura 

frea. fe, = I,(Y).H, = 5,(Y).0,. 

Mais Vidéal 3,(Y) est intersection d’idéaux premiers, qui cor- 
respondent aux composantes irréductibles de Y passant par x. 
D’après un théorème de Cnevarzey (cf. [16], p. 40 ainsi 
que [17], p. 67), il en est done de même de l'idéal LEE: 
et la relation f'ed,(Y).Ô, entraîne donc f€J,(Y).6,. Puisque #, 
est un anneau local noethérien, on a a.d, n 36, = a (ef. [15], 
Chap. IV, ou Annexe, prop. 27); on a donc fer, ce qui 
démontre la proposition 4 dans le cas considéré. 

Passons au cas général. La question étant locale; on peut 
supposer que X est une sous-variété d’un espace affine que nous 
désignerons par U. Par définition, on a: 


Dg Oe ol dul Xi Unie sde ul. kulie 


L'application 0: 0, > 946, est obtenue par passage au quo- 
tient à partir de I’ application 0: Ou — > 46,,u, et, d’après ce qui 
précède, nous savons que 9: 0, > dv est bijectif, et que 
AL, (X, U) = 0(5,(X, U)).d6,,u. La proposition 3 en résulte 
te en appliquant la proposition 29 de l’Annexe. 
Quant à la proposition 4, elle résulte de ce que .b,(Y) est l’image 


in ate nn one 
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canonique de l'idéal .b,(Y, U), lequel est engendré par O(J,(Y,U)), 
d’après ce qui précède. | 

La proposition 3 montre en particulier que 0: O, — #, 
est injectif ce qui nous permettra d'identifier 0, au sous- 
anneau 6(0,) de J6,. Compte tenu de cette identification, on a: 


CoroLLaiRE 1. — Le couple d’anneaux (0,, 36,) est un couple 
plat (au sens de l'Annexe, déf. 4). 

C’est une conséquence immédiate de la proposition 3 et de 
la proposition 28 de l’Annexe. 


CoROLLAIRE 2. — Les anneaux ©, et 36, ont méme dimension. 
En effet, on sait que la dimension d’un anneau local noethé- 


rien est égale à celle de son complété (cf. [16], p. 26). 


Compte tenu des résultats énoncés au n° 4, on obtient le 
résultat suivant (où nous supposons X irréductible pour simpli- 
fier l’énoncé) : 


COROLLAIRE 3. — Si X-est une variété algébrique irréductible 
de dimension r, l’espace analytique X* est de dimension analy- 
tique r en chacun de ses points. 


7. Relations entre la topologie usuelle et la topologie de Zariski 
d'une variété algébrique. 


Proposition 5. — Soient X une variété algébrique, et U 
une partie de X. Si U est Z-ouverte et Z-dense dans X, alors U 
est dense dans X. 

Soit Y le complémentaire de U dans X; c’est une partie 
Z-fermée de X. Soit x un point de X; si x n’était pas adhérent 
à U, on aurait Y = X au voisinage de x, d’où .b,(Y) = 0, avec 
les notations du n° 6. Comme &,(Y) contient 0(J,(Y)), et que 4 
est injectif (prop. 3), on aurait alors J,(Y) = 0, ce qui signifie- 
rait que Y = X dans un Z-voisinage de X, contrairement à 
l'hypothèse que U est Z-dense dans X, cqfd. 

Remarque. — On voit facilement que la proposition 5 équivaut 
au fait que 0: O, > 4, est injectif, fait beaucoup plus élémen- 
taire que la proposition 3, et que l’on peut, par exemple, démon- 
trer par réduction au cas d’une courbe. 

Nous allons maintenant donner deux applications simples 
de la proposition 5. 
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Proposition 6. — Pour qu'une variété algébrique X soit 
complète, il faut et il suffit qu’elle soit compacte. 

Rappelons d’abord un résultat de Cuow (cf. [7], ainsi que 
[19], n° 4) : pour toute variété algébrique X, il existe une variété 
projective Y, une partie U de Y, Z-ouverte et Z-dense dans Y, 
et une application régulière surjective f: U > X dont le graphe 
T soit Z-fermé dans X X Y. Ona U = Y si et seulement si X 
est complete. 

Ceci étant, supposons d’abord X complète; on a alors 
X — f(Y), et, comme toute variété projective est compacte 
pour la topologie usuelle, on en conclut bien que X est compacte. 
Réciproquement, supposons X compacte; il en est alors de 
même de T qui est fermé dans X X Y, donc de U puisque c’est 
la projection de T dans Y; ainsi, U est fermé dans Y, et la 
proposition 5 montre que U = Y, ce qui achève la démonstra- 
tion. 

Le lemme suivant est essentiellement dû a CHEVALLEY: 


Lemme 2. — Soit f: X — Y une application régulière d’une 
variété algébrique X dans une variété algébrique Y, et supposons 
que f(X) soit Z-dense dans Y. Il existe alors une partie U c f(X) 
qui est Z-ouverte et Z-dense dans Y. 

Lorsque X et Y sont irréductibles, ce résultat est bien connu, 
cf. [4], exp. 3 ou [17], p. 15, par exemple. Nous allons ramener 
le cas général a celui-la: soient X,, vel, les composantes 
irréductibles de X, et soit Y; la Z-adhérence de f(X,) dans Y; 
les Y; sont irréductibles, et l’on a Y=U/Y,;,; il existe donc 
JcI tel que les Y,, jeJ, soient les composantes irréductibles 
de Y. D’après le résultat rappelé au début, pour tout jeJ, 
il existe une partie U,</f(X,) qui est Z-ouverte et Z-dense 
dans Ÿ;; quitte à restreindre U;, on peut en outre supposer 
que UÜ; ne rencontre aucun des Y,, keJ, k Aj. En posant 
alors WU U U;, on obtient un sous-ensemble de Y qui jouit 

jes 
de toutes les propriétés requises. 

Proposition 7. — Si f: X — Y est une application régulière 
d'une variété algébrique X dans une variété algébrique Y, 
l’adhérence et la Z-adhérence de f(X) dans Y coincident. 

Soit T la Z-adhérence de f(X) dans Y. En appliquant le 
lemme 2 à f: X + T, on voit qu’il existe une partie U c f(X) 


été ll 
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qui est Z-ouverte et Z-dense dans T. D’après la proposition 5, 
U est donc dense dans T, et il en est a fortiori de même de f(X); 
ceci montre que T est contenu dans l’adhérence de FX 
comme l'inclusion opposée est évidente, ceci achève la démons- 
tration. 


8. Un critère analytique de régularité. 

On sait que toute application régulière est holomorphe. 
La proposition suivante (que nous complèterons d’ailleurs 
au n° 19) indique dans quel cas la réciproque est vraie. 


Proposition 8. — Soient X et Y deux variétés algébriques, 
et soit f: X — Y une application holomorphe de X dans Y. Si 
le graphe T de f est un sous-ensemble Z-localement fermé (i.e. une 
sous-variété algébrique) de X X Y, l’application f est régulière. 

Soit p — pr; la projection canonique de T sur le premier 
facteur X de X X Y; l’application p est régulière, bijective, 
et son application inverse est l’application x — (x, f(x)) qui 
est holomorphe par hypothèse; done p est un isomorphisme 
analytique, et tout revient à montrer que p est un isomorphisme 
birégulier (puisque l’on a f— pryep '). C’est ce qui résulte 
de la proposition suivante : 


Proposition 9. — Soient T et X deux variétés algébriques, 
et soit p: T— X une application régulière bijective. Si p est 
un isomorphisme analytique de T sur X, c’est aussi un isomorphis- 
me birégulrer. 

Montrons d’abord que p est un homéomorphisme pour les 
topologies de Zariski de T et de X. Soit F un sous-ensemble 
Z-fermé de T; puisque p est un isomorphisme analytique, 
c’est a fortiori un homéomorphisme, et p(F) est fermé dans X. 
En appliquant la proposition 7 à P: F— X, on en conclut 
que p(F) est Z-fermé dans X, ce qui démontre notre assertion. 

Il nous reste maintenant à montrer que p transforme le 
faisceau Ox des anneaux locaux de X en le faisceau Or des 
anneaux locaux de T. De façon plus précise, si {est un point 
de T, et si x = p(t), l'application p définit un homomorphisme 

ps 0,,x—>O,7; 


et il nous faut prouver que p* est bijectif (’). 


(2) La démonstration qui suit m'a été communiquée par P. SAMUEL. 
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Du fait que p est un Z-homéomorphisme, p* est injectif, 
ce qui permet d'identifier O, x à un sous-anneau de 0, 7. Pour 
simplifier l’écriture, nous poserons A = 6, x, A’ = 0, r, de sorte 
que l’on a AcA. De même, nous noterons B (resp. B’) 
l'anneau 46, x (resp. d6, 7), et nous considérerons A et A’comme 
plongés respectivement dans B et B’ (ce qui est licite, en vertu 
de la proposition 3). L’hypothése que p est un isomorphisme 
analytique signifie que B = B’. 

Soient X; les composantes irréductibles de X passant par x; 
chaque X,; détermine un idéal premier y; = J,(X;) de l’anneau 
A, et l’anneau local quotient A; = A/y, n’est autre que l’anneau 
local de x sur X;; le corps des quotients de Aj, soit Kj, n’est 
donc pas autre chose que le corps des fonctions rationnelles 
sur la variété irréductible X;. Les idéaux y; sont évidemment 
les idéaux premiers minimaux de l’anneau A, et l’on a 0 = f y, 
L'ensemble 5 des éléments de A qui n’appartiennent a 
aucun des p, est multiplicativement stable (il est facile de voir 
que c’est l’ensemble des éléments réguliers de A). L’anneau 
total de fractions As est égal au composé direct des corps K; 
(cf. lemme 3 ci-après). 

Soit T; = p '({X;); puisque p est un Z-homéomorphisme, 
les T; sont les composantes irréductibles de T passant par t, et 
définissent des idéaux premiers yy; de A’; on posera encore 
A; = A’/y;, et Pon désignera par Kj; le corps des fractions 
de A;; l’anneau total de fractions Ay est égal au composé 
direct des K’. Notons que pin A=y,, d’où A;c Aj, K,cK; et 
A, c Ag. 

Nous allons d’abord montrer que K; = K;, autrement dit 
que p définit une correspondance « birationnelle » entre T, et 
X;; puisque p: T;— X; est un Z-homéomorphisme, T; et X, 
ont même dimension, et les corps K; et K; ont même degré 
de transcendance sur C. Si l’on pose alors n, —[K;: K,], 
on sait (*) qu'il existe un sous-ensemble Z-ouvert et non vide 
U; de X; tel que l’image réciproque de tout point de U, se 
compose d’exactement n; points de T;. Comme p est bijectif, 
ceci montre que n; = 1, et l’on a bien K, = Ki. 

Puisque As (resp. Ay) est composé direct des K; (resp. 

(*) C'est un résultat classique, et facile à démontrer, sur les correspondances. 


On trouvera dans [17], p. 16 un résultat un peu plus faible, mais suffisant pour l’appli- 
cation que nous en faisons. 


be 
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des Kj), il s’ensuit que As = A. Soit alors f’eA’; vu ce qui 
ie on a f’€As, autrement dit il existe geA et seS tels que 

= eee On a donc gesA’, d’où gesB’, c’est-à-dire gesB. Mais, 
d après le cor. 1 à la prop. 3, le soul (A, B) est un couple 
plat, et l’on a donc sBn A = sA, cf. Annexe, n° 22. On en 
tre gesA, autrement dit, il existe feA tel que ess pot 
encore s(f— f’) = 0, et, comme s est non diviseur de zéro dans 
A’, ceci entraîne f= f’, c’est-à-dire A = A’, cqfd. 

Nous avons utilisé en cours de démonstration le résultat 
suivant, que nous allons maintenant démontrer : 


Lemme 3. — Soit À un anneau commutatif, dans lequel 
l'idéal 0 soit intersection d’un nombre fini d’idéaux premiers 
minimaux distincts };; soit K; le corps des fractions de Aly, 
et soit S l’ensemble des éléments de A qui n’appartiennent à aucun 
des y;. L’anneau de fractions As est alors isomorphe au composé 
direct des K.. 

On sait que les idéaux premiers de As correspondent biuni- 
voquement à ceux des idéaux premiers de À qui ne rencontrent 
pas S (ef. [15], chap. IV, $ 3, auquel nous renvoyons pour tout 
ce qui concerne les anneaux de fractions). Il s’ensuit que, si 
lon pose mm; = p;As, les m; sont les seuls idéaux premiers de 
A; en particulier, ce sont des idéaux maximaux, évidemment 
distincts, puisque n,n A — y, ([15], loc. cit.). De plus, le 
corps As/m; est engendré par A/y, done coincide avec K,. 
Il reste à montrer que l’homomorphisme canonique 


Y : As I] As/m, = Il K; 
est bijectif. 

Tout d’abord, la relation Ny;— 0 entraîne Nm, = 0, ce 
qui montre que ¢ est injectif. Désignons alors par 6; le 
produit (dans l’anneau As) des idéaux mj, 7 #1, et posons 
b = ¥6,. L'idéal 6 n’est contenu dans aucun des m,, donc est 
identique a As, et il existe des éléments x6; tels que Yx, = 1. 
On a: 

x;=1 (mod. m,) et x,=0 (mod. m)), JÆT 
ce qui montre que ¢(As) contient les éléments (1,0, ..., 0), ..., 
(Ori de Ik, Comme ces éléments dn feel nbn le 


Retell IIK,, cela montre bien que ¢ est bijectif, et achève 
la démonstration. 
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§ 3. — Correspondance entre faisceaux algébriques 


et faisceaux analytiques cohérents. 


9. Faisceau analytique associé a un faisceau algébrique. 

Soit X une variété algébrique, et soit X" l’espace analytique 
qui lui est associé par le procédé du n° 5. Si 3 est un faisceau 
quelconque sur X, nous munirons l’ensemble % d’une nouvelle 
topologie, qui en fait un faisceau sur X*; cette topologie est 
définie de la manière suivante : six: J X désigne la projection 
de Fsur X, on plonge 3 dans X" x J par l'application f—(r(f),f), 
et la topologie en question est celle induite sur 4 par celle de 
X"x %. On vérifie tout de suite que l’on a ainsi muni l’ensemble 
§ d’une structure de faisceau sur X", faisceau que nous désigne- 
rons par #. Pour tout xeX, on a donc #, = %,; les faisceaux F 
et 3’ ne diffèrent que par leur topologie (4 n’est pas autre 
chose que l’image réciproque de 3% par l'application continue 
X* — X). 

Ce qui précède s'applique notamment au faisceau © des 
anneaux locaux de X; la prop. 3 du n° 6 nous permet d’iden- 
tifier le faisceau ©’ ainsi obtenu à un sous-faisceau du faisceau 4 
des germes de fonctions holomorphes sur X*. 


DériniTION 2. — Soit J un faisceau algébrique sur X. On 
appelle faisceau analytique associé a %, le faisceau 3* sur X* 
défini par la formule: 


Gh — GF © d6, 


le produit tensoriel étant pris sur le faisceau d’anneaux ©’. 

(Autrement dit, 3° se déduit de 3’ par extension de l’anneau 
d'opérateurs à 96). 

Le faisceau 3" est un faisceau de #6-modules, c’est-à-dire un 
faisceau analytique; l'injection 0’ — 36 définit un homomor- 
phisme canonique a: J — J", 

Tout homomorphisme algébrique (c’est-à-dire 0-linéaire) 


Gg: F—( 


définit, par extension de l’anneau d’opérateurs, un homomor- 
phisme analytique 


go" : Gn G?. 


LES ue de ee 
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Ainsi 3" est un foncteur covariant de 3. 


PROPOSITION 10. — a) Le foncteur 5" est un foncteur exact. 

b) Pour tout faisceau algébrique F, Vhomomorphisme à : F5" 
est injectif. 

c) Su F est un faisceau algébrique cohérent, 3" est un faisceau 
analytique cohérent. 

51, > J, > F, est une suite exacte de faisceaux algébriques, il 
en est évidemment de même de la suite % — %! + J,, donc 
aussi de la suite 


F,@ > F, © H+ F,® H, 


d’après le cor. 1 à la prop. 3, ce qui démontre a). L’assertion b) 
résulte également du méme corollaire. 

Pour démontrer c) remarquons d’abord que l’on a 0" = #; 
si alors # est algébrique cohérent, et si x est un point de X, 
on peut trouver une suite exacte : 


QE OP 2a Gas 0, 


valable dans un Z-voisinage U de +. D’après a), on en déduit 
une suite exacte : 


dO! > JGP — Fe > 0, 


valable sur U. Comme U est un voisinage de x, et que le faisceau 
d’anneaux 96 est cohérent (prop. 1, n° 3), cee: montre bien 
que # est cohérent ([18], n° 15). 

La proposition précédente montre en particulier que, si J 
est un faisceau d’idéaux de ©, le faisceau J" n’est autre que le 
faisceau d’idéaux de 36 engendré par les éléments de J. 


10. Prolongement d'un faisceau. 

Soit Y une sous-variété Z-fermée de la variété algébrique X, 
et soit J un faisceau algébrique cohérent sur Y. Si l’on note F* 
le faisceau obtenu en prolongeant # par 0 sur X — Y (ef. 
[18], n° 5), on sait que #* est un faisceau algébrique cohérent 
sur X, et le faisceau (#*)* est bien défini; c’est un faisceau 
analytique cohérent sur X*. Mais, d’autre part, le faisceau 4° 
est un faisceau analytique cohérent sur Y', que l’on peut 
prolonger par 0 sur X*— Y", obtenant ainsi un nouveau 
faisceau (7*)*. On a: 
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Proposition 11. — Les faisceaux (#")* et (*)" sont canoni- 
quement isomorphes. 

Les deux faisceaux en question sont nuls en dehors de QE 
il nous suffira done de montrer que leurs restrictions à Y" sdnt 
isomorphes. 
Soit a un point de Y. Posons, pour simplifier les notations : 


Au. A’= 0,5.) B= 4%, Biz doy, Te oe 
On a alors: 
()X—E@,B’ et (F/A=EO,B. 
L’anneau A’ est le quotient de A par un idéal a, et, d’après la 


prop. 4 du n° 6, on a B’= B/aB = B®,A’. En vertu de l’asso- 
ciativité du produit tensoriel, on obtient alors un isomorphisme : 


0,: E®,B/ = E®,A’®,B~E@,B, 


qui varie continiment avec 2, comme on le voit aisément; 
la proposition en résulte. 

On peut exprimer la proposition 11 en disant que le foncteur 
5" est compatible avec Videntification usuelle de % avec BF. 


41. Homomorphismes induits sur la cohomologie. 

Les notations étant les mêmes qu’au n°9, soient X une variété 
algébrique, 3 un faisceau algébrique sur X, et 3" le faisceau 
analytique associé à J. Si U est un sous-ensemble Z-ouvert 
de X, et si s est une section de 3% au-dessus de U, on peut 
considérer s comme une section s’ de J au-dessus de l’ouvert U" 
de X*, et a(s’) = s’@ 1 est une section de F* = # @ 36 au-dessus 
de U". L'application s — a(s’) est un homomorphisme 

e: PU, 7) —T(U, FH). 

Soit maintenant U— {U;{ un recouvrement Z-ouvert 

fini de X; les U? forment un recouvrement ouvert fini de X", 


que nous noterons ll". Pour tout système d’indices 1,, mess Es 
on a, d’après ce qui précède, un homomorphisme canonique 


e:D(U,0...0U,, 7) —P(U n.… n Uk, 3"), 
d’où un homomorphisme 
e:C(U, 3) —C(U', 5), 
avec les notations de [18], n° 18. 


L] 
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Cet homomorphisme commute avec le cobord d, donc définit, 
par passage à la cohomologie, de nouveaux homomorphismes : 


e: HU, )— Hu’, 5), 


Enfin, par passage à la limite inductive sur U, on obtient les 
homomorphismes induits sur les groupes de cohomologie 


e: H7(X, %)> H1(X*, 5). 


Ces homomorphismes jouissent des propriétés fonctorielles 
usuelles; ils commutent avec les homomorphismes +: 4 — G; 
- > . . ps . 2 
si l’on a une suite exacte de faisceaux algébriques : 


LR SE Ce 0, 


où le faisceau .b est cohérent, le diagramme : 


Ha(X, C) 2 H?*'(X,, b) 
is | 
H1(X*, Oe A") 


est commutatif: cela se voit, par exemple, en prenant pour 
recouvrements lf des recouvrements par des ouverts affines 


(ef. [18]). 


42. Variétés projectives. Énoncé des théorémes. _ 

Supposons que X soit une variété projective, c’est-à-dire une 
sous-variété Z-fermée d’un espace projectif P,(C). On a alors 
les théorémes suivants, que nous démontrerons dans la suite 


de ce paragraphe : 


THÉORÈME 1. — Pour tout faisceau algébrique cohérent 3 
sur X, et pour tout entier q > 0, l’homomorphisme 


e: H'(X, F) > H'(X*, Gi) 


défini au n° 11, est bujectif. 
Pour q = 0 on obtient en particulier un isomorphisme de 


L'(X, 9) sur ['(X*, 7”). 


Tutorime 2. — Si 9 et G sont deux faisceaux algébriques 
cohérents sur X, tout homomorphisme analytique de % dans (* 
provient d’un homomorphisme algébrique de J dans (, et d'un seul. 


L 
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Pa) 


Tuéorème 3. — Pour tout faisceau analytique cohérent Ab 
sur X", il existe un n faisceau algébrique cohérent 3 sur X tel que F 
soit isomorphe à Ab. De plus, cette propriété détermine # de 


façon unique, à un isomorphisme près. 


Remarques — 1. Ces trois théorèmes signifient que la théorie 
des faisceaux analytiques cohérents sur X* coincide essentiel- 
lement avee celle des faisceaux algébriques cohérents sur X. 
Bien entendu, ils tiennent a ce que X est une variété projective , 
et sont inexacts même pour une variété affine. 

2. On peut factoriser € en: 


H(X, #) H'(XA, 7) > H'(XY, 9). 


Le théorème 1 conduit à se demander si H’(X, #) — H?(X"*, #) 
est bijectif. La réponse est négative; en effet, si cet homomor- 
phisme était bijectif pour tout faisceau algébrique cohérent #, 
il le serait aussi pour le faisceau constant K = G(X) des ide 
tions rationnelles sur X (supposé irréductible), puisque ce 
faisceau est réunion de faisceaux cohérents (comparer avec 
[19], § 2); or, on a H?(X, K) =0 pour q > 0, alors que H*(X", K) 
est un K-espace vectoriel de dimension égale au g-ème nombre 


de Betti de X*. 


43. Démonstration du théorème 1. 
Supposons X plongé dans l’espace projectif P,(C); si nous 
identifions 4 avec le faisceau obtenu en le prolongeant par 0 


en dehors de X, on sait ([18], n° 26) que l’on a: 
H(X, 3) = H'(P,(C), F) et H'(X*, 34) = H'(P,(C)", 3"), 


la notation 3" étant justifiée par la proposition 11. On voit done 
qu'il suffit de prouver o 


e: H(P,(C), 3) — H'(P,(C)", 3) 


est bijectif, autrement dit, on est ramené au cas où X = P,(C). 


Nous établirons tout d’abord deux lemmes : 


Lemme 4. — Le théorème 1 est vrai pour le faisceau ©. 

Pour g=0, H'(X, 0) et H°(X", 0“) sont tous deux réduits 
aux constantes. Pour qg>0, on sait que Hf(X, 0) — 0, 
cf. [18], n° 65, proposition 8; d’autre part, d’après le théorème 
de DorseauLr (cf. [8]), H’ (X", 0") est isomorphe à la coho- 


sl ea us 
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mologie de type (0, q) de l’espace projectif X, donc est réduit 
à 0, c.q.f.d. (ST. 


Lemme 5. — Le théorème 1 est vrai pour le faisceau O(n). 

(Pour la définition de O(n), cf. [18], n° 54, ainsi que le n° 16 
ci-après). 

Nous raisonnerons par récurrence sur r= dim. X, le cas 
r = 0 étant trivial. Soit t une forme linéaire non identiquement 


nulle en les coordonnées homogènes ¢,, ..., 4, et soit E l’hyper- 
plan défini par l'équation ¢ = 0. On a une suite exacte : 


0—0(—1) +0—0,—0, 


où O0 — Og est l’homomorphisme de restriction, alors que 
O(—1) +0 est la multiplication par t (cf. [18], n° 81). De la, on 
déduit une suite exacte, valable pour tout néZ: 


0—0(n — 1) — O(n) —> O;(n) 0. 
D’après le n° 11, on a un diagramme commutatif : 


> H7(X,0(n—1)) > H9(X, O(n)) a H7(E, 0,(n)) a H7+!(X, 0(n—1)) >: 


£ € 


€ ey ey ey 
> H4(X",O(n—1)") + H9(X*, O(n)") > H9(E*, Og (n)") + H+!(X4,O(n—1)4) > 
Vu l’hypothèse de récurrence, l’homomorphisme 
ec: HE, Og(n)) > HE", Og(n)*) 


est bijectif pour tout g >0 et tout neZ. En appliquant le 
lemme des cing, on voit alors que, si le théoreme 1 est vrai 
pour O(n), il est vrai pour O(n —1), et réciproquement. 
Comme il est vrai pour n = 0 d’après le lemme 4, il est donc 
vrai pour tout n. 

Nous pouvons maintenant passer a la démonstration du 
théorème 1. Nous raisonnerons par récurrence descendante 
sur g, le théorème étant trivial pour q > 2r, puisque HH! (X, 3) 
et H*(X", %) sont alors nuls tous les deux. D'après [18], 
n° 55, cor. au th. 1, il existe une suite exacte de faisceaux 
algébriques cohérents : 


Ne at 


(4) On peut aussi calculer directement H[X, O) en utilisant le recouvrement 
ouvert de X défini au n° 16, ainsi que des développements en séries de LAURENT 
(J. Frenxet, non publié). On évite ainsi tout recours à la théorie des variétés kählé- 


riennes. 
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a“ 


où Ÿ est somme directe de faisceaux isomorphes a O(n); 
(a 


vu le lemme 5, le théorème 1 est vrai pour le faisceau 4. 
On a un diagramme commutatif : 


H7(X, R) > H(X, 4) > H9(X, 7) > H7+!(X,R) > Hert (X, 4) 
a Ÿ £9 Ÿ £3 Y €, Ÿ és Ÿ 
H4(X4, R') > H7(X", Lh) > He (X4, Fh) > HI+t (4, R!) > He! (X*, 4). 


Dans ce diagramme, les homomorphismes ¢, et e, sont bijectifs, 
d’après l'hypothèse de récurrence; d’après ce que l’on vient de 
dire, il en est de même de ¢,. Le lemme des cing montre donc 
que «, est surjectif. Ce résultat, étant valable pour tout faisceau 
algébrique cohérent # s’ applique en particulier à R, ce qui montre 
que ¢, est surjectif. Une nouvelle application du lemme des cing 
montre alors que €, est bijectif, ce qui achève la démonstration. 


14. Démonstration du théorème 2. 

Soit -b = Hom (3, () le faisceau des germes d’homomorphismes 
de 3 dans G (cf. [18], n°8 11 et 14). Un élément feb, est un 
germe d’homomorphisme de % dans G, au voisinage de x, donc 
définit un germe d’homomorphisme /“ du faisceau analytique 3" 
dans le faisceau G"; l'application f—f" est un homomorphisme 
©’-linéaire du faisceau -b’ défini par .b (cf. n° 9) dans le faisceau 
& = Hom (F", G"); cet homomorphisme se prolonge par linéarité 
en un homomorphisme 


Us bh? > R. 


Lemme 6. — L’homomorphisme 1: .b* — & est bijectif. 
Soit xeX. Puisque 3 est cohérent, on a, d’après [18], n° 14: 


%,= Hom(%, G) d'où  d&t=Hom(F,, G)8%,, 


les foncteurs @ et Hom étant pris sur l’anneau 0. 
Puisque 3" est cohérent, on a de même : 


le foncteur ® étant pris sur O,, et le foncteur Hom sur 46. 
Tout revient done à voir que l’homomorphisme 


tr: Hom (%,, Gr) ® 4, — Hom (F, ® H,, Ga ® H,) 


est bijectif, ce qui résulte du fait que le couple (0,, 36.) est plat 
et de la prop. 21 de l’Annexe. 
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Démontrons maintenant le théorème 2. Considérons les 
homomorphismes 


H*(X, .b)S H°(X*, A) + H(X4*, 8). 


Un élément de H°(X"*, .b) (resp. de H°(X", 8)) n’est pas autre 
chose qu’un homomorphisme de 3 dans G (resp. de 3" dans G"). 
De plus, si feH°(X, 4), on a tee(f) —f", par définition 
même de :. Le théorème 2 revient donc à affirmer que 1+e 
est bijectif. Or e est bijectif d’après le théorème 1 (qui est 
applicable parce que .b est cohérent, d’après [18], n° 14), 
et t est bijectif d’après le lemme 6, c.q.f.d. 


15. Démonstration du théorème 3. Préliminaires. 

L’unicité du faisceau % résulte du théorème 2. En effet, 
si J et G sont deux faisceaux algébriques cohérents sur X 
répondant à la question, il existe par hypothèse un isomor- 
phisme g: #°— G". D’après le théorème 2, il existe done un 
homomorphisme f: % — ( tel que g = f". Si l’on désigne par .4 
et 8 le noyau et le conoyau de f, on a une suite exacte : 


0+ b>+F4G—>R—0, 
d’où, d’après la prop. 10 a), une suite exacte: 
0 > * — 5" 4 G* ~ B* —~ 0. 


Puisque g est bijectif, ceci entraîne .b* = 8*=0, d’où, 
d’après la prop. 10 6), .4=8=0, ce qui montre bien que f 
est bijectif. 

Reste à démontrer l’existence de 3. Je dis que l’on peut se 
borner au cas où X est un espace projectif P,(C). En effet, soit Y 
une sous-variété algébrique de X = P,(C), et soit .lb un faisceau 
analytique cohérent sur Y'. Le faisceau .Ib* obtenu en prolon- 
geant Ab par 0 en dehors de Y* est un faisceau analytique 
cohérent sur X*. Si l’on suppose le théorème 3 démontré 
pour l’espace X, il existe donc un faisceau algébrique cohérent 
G sur X tel que G" soit isomorphe a Ab*. Soit J = J(Y) le faisceau 
cohérent d’idéaux défini par la sous-variété Y. Si f€d,, la 


- multiplication par f est un endomorphisme ¢ de G,; l’endomor- 


| 


t 
L | 


phisme ¢* de G? = lb} est réduit à 0, puisque «lb est un faisceau 
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analytique cohérent sur Y"; il en est done de même de #, 
d’après la prop. 10 b). Ainsi, l’on a J.G = 0, ce qui signifie 
qu’il existe un faisceau algébrique cohérent # sur Y, tel que 
» TX ? x ; Œh\X 

G = #& ([18], n° 39, prop. 3). D après la prop. Le (F*)* est 
isomorphe à (#*)" = G", lequel est isomorphe à -tb*. Par res- 

- À à] x r 

triction à Y, on voit que J" est isomorphe à «tb, ce qui démontre 
notre assertion. 


46. Démonstration du théorème 3. Les faisceaux .lb(n). 

Vu le n° précédent, nous supposerons que X = P,(C), et 
nous raisonnerons par récurrence sur r, le cas r= 0 étant 
trivial. 

Pour tout neZ, nous définirons d’abord un nouveau 
faisceau analytique, le faisceau Ab(n) : 

Soient ¢,, ..., t, un système de coordonnées homogènes dans X, 
et soit U; l’ensemble ouvert formé des points où t; 0; nous 
noterons -lb; la restriction du faisceau Ab à U;; la multiplica- 
tion par t;/& est un isomorphisme de lb; sur -lb;,, défini au-dessus 
de U; n U,. Le faisceau b(n) est alors défini par recollement 
des faisceaux .lb; au moyen des isomorphismes précédents 
(cf. [18], n° 54, où la même construction est appliquée aux 
faisceaux algébriques). Le faisceau Ab(n) est localement iso- 
morphe à Ab, donc cohérent puisque Ab l’est; on a un isomor- 
phisme canonique Ab(n) = Ab @ J(n), le produit tensoriel étant 
pris sur 96. 51 # est un faisceau algébrique, on a #'(n) = F(n)". 


Lemme 7. — Soit E un hyperplan de P,(C), et soit à un 
faisceau analytique cohérent sur E. On a HE", L(n)) = 0 
pour q > 0 et n assez grand. : 

(C’est le « théorème B » de [3], exp. XVIII). 

En vertu de l'hypothèse de récurrence, il existe un faisceau 
algébrique cohérent 3 sur E tel que 4 = 3, d’où b(n) = F(n)*; 
d’après le théorème 1, H!(E", .b(n)) est isomorphe à H(E, %(n)), 
et le lemme 7 résulte alors de la prop. 7 de [8], n° 65. 


Lemme 8. — Soit Ab un faisceau analytique cohérent sur 
X= P,(C). Il existe un entier n(.lb) tel que, pour tout n > n(Jb), 
et pour tout xeX, le 46,-module Ab(n), soit engendré par les 
éléments de H'(X", Ab(n)). 

(C’est le « théorème A » de [3], exp. XVIII). 


s 


É 


t 
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Remarquons d’abord que, si H°(X*, sms (re) engendre Ab(n),, 
la même propriété vaut pour tout m > n. En effet, soit k 
un indice tel que veU,; pour tout i, cat 0; l’homothétie de 
rapport 4/6)" " dans 4Ab;; les 0; commutent aux identifications 
qui définissent respectivement Ab(n) et Ab(m), donc donnent 
naissance à un homomorphisme 0: lb(n) + .tb(m); comme 0 
est un isomorphisme au-dessus de U,, notre assertion en résulte. 

Remarquons également que, si H’(X", .lb(n)) engendre Ab(n),, 
il engendre aussi Ab(n), pour y assez voisin de a, d’après [18], 
no 12. 

Ces deux remarques, jointes à la compacité de X", nous 
ramènent à démontrer l’énoncé suivant : 

Pour tout xeX, il existe un entier n, dépendant de x et de Ab, 
tel que H'(X", Ab(n)) engendre .tb(n),. 

Choisissons un hyperplan E passant par x, d’équation 
homogène t = 0. Si .L(E) désigne le faisceau d’idéaux défini 
par E (cf. n° 3), on a une suite exacte: 


0 > AE) > 4 > H, — 0. 


x 


De plus, le faisceau .b(E) est isomorphe à 96(— 1), l’iso- 
morphisme 96(— 1) —.b(E) étant défini par la multiplication 
par ¢ (cf. démonstration du lemme 5). 

Par produit tensoriel avec Ab, on obtient une suite exacte : 


Ab ® L(E) > Ab—> lb @ x —0. 


Nous noterons @ le faisceau Ab 46, et nous désignerons 
par € le noyau de l’homomorphisme Ab @.L(E) — Ab (on a 
€ = Tor, (Ab, Sx)); du fait que .b(E) est isomorphe à 46(— 1), 
le faisceau .1b ®.b(E) est isomorphe à Ab(— 1), et l’on obtient 
donc une suite exacte: 


(1) 0 C—> lb(—1) > > B +0. 


En appliquant le foncteur .lb(n) à la suite exacte (1), on 
obtient une nouvelle suite exacte: 

2) 0-+€(n) > .lb(n—1) + Ab(n) > B(n) +0. 

Soit 2, le noyau de ’homomorphisme Ab(n) > &(n); la suite 
(2) se décompose en les deux suites exactes : 
0—C(n)—W(n—1)—%,—0, 

0+ £,— b(n) + B(n) — 0, 
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qui, à leur tour, donnent naissance aux suites exactes de 
cohomologie : 

(5) H'(X*, Ab(n—1)) —H'(X", £,) > H’(X", €(n)) 
et 

(6) H'(X*, £,) > H'(X*, db(n)) > H'(X*, B(n)). 

D’après la définition de ® et de €, on a (E).®R = 0 et 
A(E).€ = 0, ce qui signifie que 8 et € sont des faisceaux analy- 
tiques cohérents sur l’hyperplan E. Appliquant alors le lemme 7, 
on voit qu'il existe un entier n, tel que l’on ait, pour tout 
n>n,,  H'(X', ®(n)) =0 et H*(X*, C(n)) = 0. Les suites 
exactes (5) et (6) donnent alors les inégalités : 

(7) dim.H'(X", An —1)) > dim. H'(X", &,) 

> dim. H'(X*, Ab(n)). 

Ces dimensions sont finies, d’après [5] (voir aussi [3], 
exp. XVII). Il en résulte que dim.H'(X", Ab(n)) est une fonction 
décroissante de n, pour n > n,; 11 existe donc un entier n, > n, 
tel que la fonction dim.H'(X", lb(n)) soit constante pour n >n,. 
On a alors : 

(8) dim. H'(X", .lb(n)) = dim. H'(X*, £,) 

= dim. H'(X’, Jb(n)) si n>. 

Puisque n, > n,, on a H'(X", &(n)) = 0, et la suite exacte (6) 
montre que H'(X", £,) — H'(X*, .lb(n)) est surjectif; mais, 
d’apres (8), ces deux espaces vectoriels ont méme dimension; 
VPhomomorphisme en question est donc injectif, et la suite 
exacte de cohomologie associée à la suite exacte (4) montre 
que (°) : 

(9) H°(X*, db(n))—H'(X',B(n)) est surjectif pour n>n.. 

ARE choisirons maintenant un entier n>n, tel que 
PES, B(n)) engendre B(n);; c’est possible, car, ® étant un 
faisceau analytique cohérent sur E, est de la forme G", d’où 
ER Av G(n)), d’après le théorème 1, et l’on sait 
que , G(n)) engendre G(n), pour n assez grand, cf. [18 
n° 55, th. 4. cS eae 

Ceci étant, je dis qu’un tel entier n répond a la question. 


(°) On reconnaît le procédé utilisé par Koparra-Spencer pour démontrer le théo- 
rème de Lerscuerz (cf. [12]). 


a 
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En effet, posons, pour simplifier ’écriture, A = J36,, M = b(n), 
p = b,(E), et soit N le sous-A-module de M engendré par 
H*(X*, A(n)). On a Rn), = Ab(n), ® 863,8 = M ®,A/p= M/pM; 
d'autre part, il résulte de ce qui précède que l’image canonique 
de N dans M/yM engendre M/pM. Ceci s'écrit M = N + pM, 
d’où, a fortiori, M = N + mM (m désignant l’idéal maximal de 
l'anneau local A), ce qui entraîne bien M = N (Annexe, prop. 24, 
cor.), et achéve la démonstration du lemme 8. 


17. Fin de la démonstration du théorème 3. 

Soit toujours Ab un faisceau analytique cohérent sur X = P,(C). 
En vertu du lemme 8, il existe un entier n tel que b(n) soit 
isomorphe à un faisceau quotient d’un faisceau 36’, et Ab est donc 
isomorphe à un quotient de #(— n)’. Si nous désignons par {, 
le faisceau algébrique cohérent O(—n)’, on voit done que 
Pon a une suite exacte : 


OR > {> A — 0, 


où & est un faisceau analytique cohérent. 

Appliquant le même raisonnement au faisceau ‘R, on cons- 
truit un faisceau algébrique cohérent 4, et un homomorphisme 
analytique surjectif 4" — ®. D’où une suite exacte : 

gh EE Ab — 0. 

D’après le théorème 2, il existe un homomorphisme 
f:4,—4, tel que g — f". Si l’on désigne par 3 le conoyau de f, 
on a une suite exacte : 

{,+4,+F+0, 
d’où (prop. 10), une nouvelle suite exacte : 


gh % gh_, gh_ 0, 


qui montre bien que lb est isomorphe à 3", ce qui achève la 
démonstration du théorème 3. 


$ 4. Applications. 


18. Caractère algébrique des nombres de Betti. 
Soit ¢ un automorphisme du corps C; si æ est un point de 
P,(C), de coordonnées homogènes 4,, ..., t,, nous noterons æ° 
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le point de coordonnées homogènes fy, ..-, t°; ainsi, « définit une 
permutation de P,(C). 

Si X est une sous-variété algébrique Z-fermée de P,(C), 
sa transformée X° par s est encore une sous-variété algébrique 
Z-fermée de P,(C); si X est non-singulière, il en est de même de 
X? (à cause du critère jacobien, par exemple). 


Proposition 12. — Si X est non singulière, les nombres de 
Betti de X et de X° sont les mémes. 

Soit b,(X) le n°" nombre de Betti de X, et soit OP(X)" le 
faisceau des germes de formes différentielles holomorphes 
de degré p sur X. Posons : 

he 4(X) = dim. H7(X*, OP(X)"). 
D’après le théorème de Dotseautr (cf. [8]), on a: 
b,(X) = DREUX, 
p+q=n 
et de méme: 
DAT i rd ast EN 
ptgq=n 

Mais, d’après le théorème 1, on a h”7(X) = dim. H%X, 0?(X)), 
en désignant cette fois par (2?(X) le faisceau algébrique cohé- 
rent des germes de formes différentielles régulières de degré p 
sur X, et de même h”‘{X°)— dim. H'(X5, 0?(X*)). De plas; 
si w est une forme différentielle régulière sur un sous-ensemble 
Z-ouvert U de X, la forme w° est régulière sur le sous-ensemble 
Z-ouvert US de X°; on en conclut que pour tout recouvrement 
Z-ouvert ll de X, 5 définit un isomorphisme semi-linéaire de 
C(U, Q(X)) sur C(US, QP(X°)), done de H7(U, Q2(X°)) sur 
H*(U5, Q?(X*)), donc aussi de H?(X, QP(X)) sur H7(X5, Q?(X°)), 
et l’on a bien k”1(X) = h’7(X°), ce qui démontre la proposition. 

La proposition 12 entraîne le résultat suivant, conjecturé 
par A. WEIL: 


CorozLarRe. — Soit V une variété projective, non singulière, 
définie sur un corps de nombres algébriques K. Les variétés 
complexes X obtenues à partir de V en plongeant K dans C ont 
des nombres de Betti indépendants du plongement choisi. 

En effet, on sait que deux plongements de K dans G ne 
diffèrent que par un automorphisme de C. 
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Remarque. — Jignore si les variétés X et X° sont toujours 
homéomorphes; en tout cas, l’exemple d’une courbe de genre 1 
montre déja qu’elles ne sont pas toujours analytiquement iso- 
morphes. 


19. Le théoréme de Chow. 
C’est le résultat suivant (cf. [6]) : 


Proposition 13. — Tout sous-ensemble analytique fermé de 
l’espace projectif est algébrique. 

Montrons comment cette proposition résulte du théorème 3. 
Soit X un espace projectif et soit Y un sous-ensemble ana- 
lytique fermé de X*. D’après un théorème de H. Carran 
cité plus haut (n° 3, prop. 1), le faisceau Hy = Hy/.4(Y) est un 
faisceau analytique cohérent sur X"; il existe done (th. 3) un 
faisceau algébrique cohérent J sur X tel que 46; = J". D’après 
la prop. 10, b), le support de 3" est égal à celui de 3 (rappelons, 
cf. [18], n° 81, que le support de % est l’ensemble des xeX 
tels que #, Æ 0), done est Z-fermé, puisque &% est cohérent. 
Comme 9" = Hy, ceci signifie que Y est Z-fermé, c.q.f.d. 

Indiquons maintenant quelques applications simples du 
théorème de CHow : 


Proposition 14. — Si X est une variété algébrique, tout sous- 
ensemble analytique compact X' de X est algébrique. 

Reprenons les notations de la démonstration de la proposi- 
tion 6: soient Y une variété projective, U une partie de Y, 
Z-ouverte et Z-dense dans Y, et f: U— X une application 
régulière surjective dont le graphe T soit Z-fermé dans X X Y. 
Soit T’ = Tn(X’ x Y); puisque X’ et Y sont compacts, et 
que T est fermé, T’ est compact; il en est donc de même de la 
projection Y’ de T’ sur le facteur Y. D’autre part, Y’ = (ole 
ce qui montre que Y’ est un sous-ensemble analytique de U, 
donc de Y; le théorème de Cuow montre alors que Y’ est un 
sous-ensemble Z-fermé de Y. En appliquant la proposition 7 
af: Y’—~ X, on en conclut que X’ = f(Y’) est Z-fermé dans X, 
c.q:i.d. 


Proposition 15. — Toute application holomorphe f d'une 
variété algébrique compacte X dans une variété algébrique Y 


est régulière. 
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Soit T le graphe de f dans X X Y. Puisque f est holomorphe, 
T est un sous-ensemble analytique compact de X X Y; la 
proposition 14 montre alors que T est algébrique, d’où le fait 
que f est régulière, d’après la proposition 8. 


CoroLLaiRE. — Tout espace analytique compact possède au 
plus une structure de variété algébrique. 


20. Espaces fibrés algébriques et espaces fibrés analytiques. 

Soient G un groupe algébrique et X une variété algébrique. 
Les germes d’applications régulières de X dans G forment un 
faisceau de groupes, en général non abéliens, que nous désigne- 
rons par G. 

On sait que, si-b est un faisceau de groupes, on peut définir le 
groupe H°(X, -b) et l’ensemble H'(X, .b) : cf. [9] ainsi que [10], 
chap. v, par exemple. En particulier, H'(X, G) est défini; 
les éléments de cet ensemble ne sont autres que les classes 
despaces fibrés algébriques principaux, de base X, et de groupe 
structural G (au sens défini par A. Wert, cf. [20]). Par exemple, 
les éléments de H'(X, Ox) sont les classes d’espaces fibrés 
de groupe le groupe additif C. 

De même, si G" désigne le faisceau des germes d’applications 
holomorphes de X dans G, les éléments de H'(X*, G") ne sont 
autres que les classes d’espaces fibrés analytiques de base X 
et de groupe G. Tout espace fibré algébrique E définit un 
espace fibré analytique E*, d’ot une application 


MD sp PA PAT Se à LP, ee Mp 
analogue à celle du n° 11. 


Proposition 16. — Si X est compacte, l'application « est 
injective. 

Soient E et E’ deux espaces fibrés algébriques principaux, 
de base X, et de groupe structural G. La proposition 16 signifie 
que, si E et EK’ sont analytiquement isomorphes, ils le sont aussi 
algébriquement. En fait, nous allons démontrer un résultat 
un peu plus précis, à savoir que tout isomorphisme ana- 
lytique ¢: E > E’ est un isomorphisme algébrique (c’est-à-dire 
régulier). 

, ÿ F . . : 

L'espace E x E’ est un espace fibré algébrique principal, 
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de base X X X, et de groupe structural G x G: nous désigne- 
rons par (E, E’) son image réciproque par l’application diagonale 
X — X X X: c’est le « produit fibré » de E et de E’. Faisons 
opérer G X G sur G par la formule: 


(RSA = eho -*, 


Le 


Soit T l’espace fibré associé à l’espace fibré principal (E, E’) 
et admettant pour fibre type le groupe G, muni des opérations 
précédentes. On voit tout de suite que les sections de T corres- 
pondent biunivoquement aux isomorphismes de E sur E’; 
en particulier, l’isomorphisme © correspond à une section 
analytique s de T. En appliquant à s: X — T la proposition 15, 
on voit que s est régulière, ce qui signifie que ¢ est régulier, 
et démontre la proposition. 


Supposons maintenant que X soit une variété projective. 
On peut se demander sie: H'(X, G) — H'(X*, G") est bijective, 
autrement dit (compte tenu de la prop. 16), si tout espace 
fibré analytique est algébrique. C’est évidemment inexact si 
l’on n’impose aucune condition à G, comme le montre le cas 
où G est une variété abélienne (ou un groupe fini); dans les 
propositions suivantes, nous allons indiquer un certain nombre 
de groupes G pour lesquels c’est exact. 


Proposition 17. — Si Gest le groupe additif C, l'application « 
est bijective. 

En effet, on a alors G = © et G* = 0", et la proposition est un 
cas particulier du théoréme 1. 


Proposition 18. — Si G est le groupe linéaire général GL, (C), 
Vapplication € est bijective. 

A tout espace fibré principal de groupe structural GL, (C) 
est associé un espace fibré à fibre vectorielle, de fibre type C’, 
qui le caractérise. Compte tenu de la correspondance entre 
espaces fibrés à fibres vectorielles et faisceaux localement 
libres (cf. [18], n° 41, par exemple), on est donc ramené à 


_ démontrer l’énoncé suivant : 


eo 


Si Ab est un faisceau analytique cohérent sur X", qui est loca- 
lement isomorphe à J", il existe un faisceau algébrique cohérent % 
sur X, qui est localement isomorphe à 0", et tel que F* soit 1s0- 


 morphe à db. 


32 JEAN-PIERRE SERRE 


D’après le théorème 3 il existe un faisceau algébrique cohé- 
rent J sur X vérifiant la seconde condition. Pour tout xeX, le 


H,-module Ft — F,® H, est donc isomorphe a d6;; en appli- 
quant la proposition 30 de l'Annexe aux anneaux À = 0,, 
A’ = #, et au module E = %,, on en conclut que &, est 1s0- 


morphe à 0”; puisque F est cohérent, ceci entraîne que # est 
localement isomorphe à 0”, et achève la démonstration. 


Remarques 1. — Pour n = 1, GL,(C) coïncide avec le groupe 
multiplicatif C*; si l’on suppose que X est une variété normale, 
le groupe H'(X, G) coincide avec le groupe des classes de divi- 
seurs localement linéairement équivalents à zéro (cf. [20], § 3) 
et la proposition 18 signifie que tout espace fibré analytique 
de base X et de groupe structural C* provient d’un tel diviseur. 
Lorsque X est non singulière, ce résultat avait été obtenu par 
Koparra-Spencer [12]; dans ce cas, il est d’ailleurs essentiel- 
lement équivalent au théorème de Lerscuerz sur l’existence 
de diviseurs de classe d’homologie donnée. 

2. La proposition 18 permet d’étendre d’autres résultats de 
Koparra aux variétés projectives arbitraires (pouvant avoir 
des singularités); 1l en est notamment ainsi des théorèmes 7 
et 8 de [11]. Nous n’insisterons pas là-dessus. 


Soient maintenant G un groupe algébrique, et H un sous- 
groupe algébrique de G; on sait (cf. [13], par exemple) que 
l’espace homogène G/H peut être muni d’une structure de 
variété algébrique, quotient de celle de G. Le groupe H opère 
sur G par translations à droite; nous supposerons que ces opé- 
rations définissent sur G une structure d’espace fibré algébrique 
principal, de base G/H, et de groupe structural H; ou, ce qui 
revient au même, nous supposerons qu'il existe une section 
rationnelle G/H — G (ce qui n’est pas toujours le cas, comme 
nous le verrons plus loin). Sous cette hypothèse, on a le résultat 
suivant, qui m'a été communiqué, ainsi que sa démonstration, 
par A. GROTHENDIECK : 


Proposition 19. — Soit X une variété algébrique compacte, 
et soit P un espace fibré principal analytique, de groupe structural 
H, et de base X. Pour que P soit algébrique, il faut et il suffit 
qu'il en soit ainsi de l’espace fibré P X x G déduit de P en éten- 
dant le groupe structural de H à G. 
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La nécessité est évidente. Pour démontrer la suffisance, 
supposons que P Xq G soit algébrique. Cela signifie qu’il existe 
un espace fibré algébrique principal P, de groupe structural G, 
et un isomorphisme analytique h: P,P X3 G. Considérons 
l'espace fibré E (resp. E,) associé à P X y G. (resp. à P,) et 
de fibre type G/H sur lequel G opère par translations. On a : 


EP, XeGJH et EX(Px,G)x¢G/H=P XaGJH. 


L’isomorphisme analytique h définit un isomorphisme ana- 
lytique f: E, — E. Mais l’espace fibré E = P Xy G/H possède 
une section canonique s, puisque le groupe H laisse invariant 
le point de G/H correspondant à l’élément neutre de G. L’iso- 
morphisme f transforme s en une séction s, = f-'es de E,; 
la section s, est holomorphe, donc régulière, d’après la propo- 
sition 15. 

D’autre part, puisque G opère sur P,, il en est de même de H, 
et P,/H n’est autre que E,; plus précisément, P, est un espace 
fibré algébrique principal, de groupe structural H, et de base E, : 
cela se vérifie facilement, par un raisonnement local, en utilisant 
Phypothése que G est un espace fibré algébrique principal de 
groupe structural H et de base G/H. Soit alors P, = s,'(P,) 
l'image réciproque de P, par l’application s,: X — E,; l’espace 
fibré P, est un espace fibré algébrique principal, de base X, 
et de groupe structural H. Nous allons montrer que P, est ana- 
lytiquement isomorphe à P, ce qui démontrera la proposition. 

La relation s, = f—‘es, jointe au fait que f est un isomor- 
phisme analytique, montre que P, = s,'(P,) est analytique- 
ment isomorphe à l’image réciproque de P XG (considéré 
comme espace fibré principal de groupe structural H) par 
application s: X — E. Mais cette dernière image réciproque 
n’est autre que P, comme le montre le diagramme cominutatif : 


P—— P XuG 


| | 
X2E-PxF;GH. 


Ceci achève la démonstration. l 
En combinant les propositions 18 et 19, on obtient: 


Proposition 20. — Soit G un sous-groupe algébrique du 
groupe GL,(C) vérifiant la condition suivante : 
_ (R) — II existe une section rationnelle GL,(C)/G— GL,(C). 
3 


eee 
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Alors, pour toute varvété projective X, l'application : 
e: H'(X, G) > H'(X", G) 
est bijective. 
Exemples. — La condition (R) est vérifiée dans les cas 
suivants : 
a) lorsque G est résoluble, en vertu d’un théorème de 
Rosenlicht, [13]; 
b) lorsque G=SL,(C), la section rationnelle étant alors 
évidente ; 
c) lorsque G = Sp,(C), n= 2m; dans ce cas, l’espace 
homogène GL,(C)/G est l’espace des formes alternées non 
dégénérées À aja; /\ % et la condition (R) résulte du fait que 
i<j 

la forme générique >, ugx; /\ x; peut être ramenée à la forme 
m i<j 

canonique >) %,;_, /\ a par un changement linéaire de variables 
11 

à coefficients dans le corps C(u;). 

Ces deux derniers exemples conduisent à conjecturer que la 
condition (R) est vérifiée chaque fois que G est un groupe 
semi-simple simplement connexe. 

Par contre, on peut montrer que le groupe orthogonal unimo- 
dulaire G= O%(C) ne vérifie pas la condition (R) lorsque n >3: 
Signore si, dans ce cas, l'application e: H'(X, G) — H'(X*, G") 
est bijective. 


ANNEXE 


Tous les anneaux considérés ci-dessous sont supposés com- 
mutatifs et à élément unité; tous les modules sur ces anneaux 
sont supposés unitaires. | 


21. Modules plats. 


Dérinrrion 3. — Soit B un A-module. On dit que B est A-plat 
(ou plat) si, pour toute suite exacte de A-modules : 


Fi, pass 


la suite 
E @,B—F @,B—G@,B 


est exacte. 
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Vu la définition des foncteurs Tor, la condition précédente 
équivaut à dire que Tori(B, Q) = 0 pour tout A-module QO: 
comme Tor commute avec les limites inductives, on peut se 
borner aux modules Q de type fini, et même (grâce à la suite 
exacte des Tor) aux modules Q monogènes; ainsi, pour que B 
soit A-plat, il faut et il suffit que Tor!(B, A/a) —0 pour tout 
idéal a de A, autrement dit que l’homomorphisme canonique 
a®,B—B soit injectif. 


Exemples. — 1. Si A est un anneau principal, il résulte de ce 
qui précède que « B est A-plat » équivaut à CB est sans torsion ». 

2. SiS est une partie multiplicativement stable d’un anneau 
À, Panneau de fractions A, est A-plat, d’après [18], n° 48, 
‘lemme 1. 

Soient À et B deux anneaux, et soit 9: A—B un homo- 
;morphisme de A dans B; cet homomorphisme munit B d’une 
structure de A-module. Si E et F sont deux A-modules, E ®,B 
et F@,B sont munis de structures de B-modules; de plus, 
si f: E — F est un homomorphisme, f @ 1 est un B-homomor- 
phisme de E @,B dans F @,B; on obtient ainsi une application 
A-linéaire canonique : 


Hom,(E, F) — Hom,(E ®,B, F @,B), 
qui se prolonge par linéarité en une application B-linéaire : 
Es Hom, (E, F) ®,B — Hom ,(E ®,B, F ®,B). 


Proposition 21. — L’homomorphisme 1 défini ci-dessus 
est bijectif lorsque A est un anneau noethérien, E est un A- 
module de type fini, et B est A-plat. 

Pour un module F fixé, posons: 

T(E) = Hom,(E, F)@,B et T'(E) = Hom,(E @,B, F @,B), 
de sorte que t est un homomorphisme du foncteur T(E) dans 
le foncteur T'(E). ne 

Pour E = A, ona T(E) = T(E) = F @,B, et t est bijectif; 
il en est de même lorsque E est un module libre de type fini. 

Mais l’anneau A est noethérien, et E est de type fini; il 
‘existe donc une suite exacte : 
| L, — L, —E —0, 
ou L, et L, sont des modules libres de type fini. Considérons le 


> 
ÿ 
= -. 


} 
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diagramme commutatif : 


0— T(E) —T(L) —T(L, 
L| ty | bet 


(sete te Dida, 


La première ligne de ce diagramme est exacte du fait que B 
est A-plat; la seconde l’est aussi d’après les propriétés générales 
des foncteurs ® et Hom. Comme nous savons que 1, et 4 
sont bijectifs, il en résulte bien que 1 est bijectif, c.q.f.d. 


22. Couples plats. 


Deérinition 4. — Soit À un anneau, et soit B un anneau 
contenant A. On dit que le couple (A, B) est plat si le A-module 
B/A est A-plat. 


On a: 


Proposition 22. — Pour qu'un couple (A, B) soit plat, 
il faut et 1l suffit que B soit A-plat, et que l’une des propriétés 
suivantes soit vérifiée : 

a) (resp. a')) Pour tout A-module (resp. pour tout A-module 
de type fini) E, l’homomorphisme E— E @,B est injectif. 

a") Pour tout idéal ade A, onaaBnA = a. 

51 E est un A-module quelconque, la suite exacte : 


0 +A —B-—-B/A —0, 
donne naissance à la suite exacte : 
Tor (A, E)—Tor}(B, E) —Tor{(B/A, E) — À @,E —B @,E. 
Compte tenu de ce que A®,E=E et Tor}(A, E) = 0, 
on obtient la nouvelle suite exacte : 
0— Tor}(B, E) —Tor!(B/A, E) ~E—E @,B. 


On voit done que, pour que Tors(B/A, E) soit réduit a 0, 
il faut et il suffit qu’il en soit de même pour Tor4(B, E) et que 
l’homomorphisme E —E@,B soit injectif; la proposition 
résulte immédiatement de là (noter que la propriété a") 
revient à dire que l’homomorphisme Aa — Afa@,B est 
injectif). é 
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Proposition 23. — Soient AcBcC trois anneaux. Si les 
couples (A, C) et (B, C) sont plats, il en est de même du couple 
(A, B). 

Montrons d’abord que B est A-plat, autrement dit que, si 
Yon a une suite exacte de A-modules : 


ER EE i: 


la suite: 0—-E @,B—F@,B est encore exacte. 
Soit N le noyau de Vhomomorphisme E@,B -F @,B; 
puisque C est B-plat, on a une suite exacte : 


0 D N @pC hae (E ®,B) @,C > (F ®,B) OG. 


Mais, d’après l’associativité du produit tensoriel, (E @,B) ®,C 
sidentifie à E @,C, et de même (F @,B) ®,C s’identifie à F @,C. 
De plus, C étant A-plat, l’homomorphisme E @,C—F ®,C est 
injectif. Il s’ensuit que N @g3C — 0, et, en appliquant la pro- 
position 22 au couple (B, €), on voit que N —0, ce qui 
achève de démontrer que B est A-plat. 

D’autre part, si E est un A-module quelconque, l’homomor- 
phisme composé: E — E @,B — E @,C est injectif (puisque le 
couple (A, C) est plat), et il en est a fortiort de même de 
E — E @,B; ceci montre que le couple (A, B) vérifie toutes les 
hypothèses de la proposition 22, c.q.f.d. 


Remarque. — Un raisonnement analogue montre que si (A, B) 
et (B, C) sont plats, il en est de même de (A, C). Par contre, 
il peut se faire que (A, B) et (A, C) soient plats, sans que (B, C) 
le soit. 


23. Modules sur un anneau local. 
Dans ce numéro, nous désignerons par À un anneau local 


noethérien (°), d’idéal maximal m. 


Proposition 24. — Si un A-module de type fini E vérifie 
la relation E= mE, on a E — 0. 

(Cf. [15], p. 138 ou [4], exp. I, par exemple.) 

Supposons E + 0, et soit e,,..., e, un système de générateurs 


… (5) En fait, tous les résultats démontrés dans ces deux derniers numéros sont 
valables sans changement pour un anneau de Zariski (ctf. [15], p. 157). 


LA LR 77 
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de E ayant le plus petit nombre possible d’éléments. Puisque 
e,emE, on a e, = me, +--+ + xe,, avec LEM, d’où 
(1 cael Ln) Cy = Ue, = ahs ie 10 n—1 5 


comme 1—z, est inversible dans A, ceci montre que les 
€,, «++, €,_-, engendrent E, ce qui est en contradiction avec 
l'hypothèse faite sur n. 


CororLaIRE. — Soit E un A-module de type fini. Si un sous- 
module F de E vérifie la relation E = F + mE, on a E = F. 
En effet, cette relation signifie que E/F = m(E/F). 


Nous munirons tout A-module E de la topologie m-adique 
dans laquelle les sous-modules m"E forment une base de voisi- 


nages de 0 (cf. [15], p. 153). 


Proposition 25. — Soit E un A-module de type fini. Alors: 

a) La topologie induite sur un sous-module F de E par la 
topologie m-adique de E coincide avec la topologie m-adique de F. 

b) Tout sous-module de E est fermé pour la topologie m-adique 
de E (et, en particulier, E est séparé). 

(Cf. [15], loc. cit., ainsi que [3], exp. VIII bis). 

Rappelons brièvement la démonstration de cette proposition. 
On commence par démontrer a), ce qui peut se faire, soit en 
utilisant la théorie de la décomposition primaire (Krull, cf. [15]), 
soit en établissant l’existence d’un entier r tel que l’on ait 


FAmE=m""(FN mE) pour n>r (Artin, Rees, cf. [4], exp.2). 


On montre ensuite que E est séparé: en appliquant a) au 
sous-module F adhérence de 0 dans E, on voit que F = mF, 
d’où F = 0, d’après la proposition 24. En appliquant ce résultat 
aux modules quotients de E, on en déduit b). 

Soit encore E un A-module de type fini, et soient E et A les 
complétés de E et de A pour la topologie m-adique. L’applica- 
tion bilinéaire A X E — E se prolonge par continuité en une 
application A x E—FE qui fait de Ê un A-module. L’injection 
canonique de E dans FE se prolonge donc par linéarité en un 
homomorphisme. 


ES E &,À — É. 


Proposition 26. — Pour tout A-module de type fini E, 
l’homomorphisme « défini ci-dessus est bijectif. 


GEOME GE J | GEOME D r 3€ 
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Soit 0 ~ R — L— EO une suite exacte de A-modules 
L étant un module libre de type fini. Du fait que A est othe 
rien, R est de type fini; d’autre part, la proposition 25 montre 
que la topologie m-adique de R est induite par celle de L, et 
il est clair que celle de E est quotient de celle de L; comme ces 
topologies sont métrisables, on en déduit une suite exacte: 


A A 


D ERUSSRE RES): 


Considérons alors le diagramme commutatif : 


R@À—-L@,À —+E @,À +0 


"| '| | 
she] 1 ny 
Re ob un Ë +0. 

Les deux lignes de ce diagramme sont exactes, et, d’autre 
part, il est clair que s’est bijectif. On en déduit que ¢ est surjectif 
(autrement dit, on a Ê — À.E, cf. [15], p. 153, lemme 1). 
Ce résultat, étant démontré pour tout A-module de type fini, 
s’applique en particulier à R, ce qui montre que «” est surjectif, 
et, en appliquant le lemme des cinq, on en conclut que € est 


bijectif, c.q.f.d. 


24. Propriétés de platitude des anneaux locaux. 
Tous les anneaux locaux considérés ci-dessous sont supposés 
noethériens. 


Proposition 27. — Soit À un anneau local, et soit À son 
complété. Le couple (A, À) est plat. 

Tout d’abord, À est A-plat. En effet, il suffit de montrer que, 
si E — F est injectif, il en est de même de E @,A — F @,A, et 
Yon peut même supposer E et F de type fini. Dans ce cas, la 


A 


proposition 26 montre que E @, À s’identifie à É, et de même 


F @,A s’identifie à F, et notre assertion résulte alors du fait 
évident que Ê se plonge dans F. 

De même, le fait que E — Ê soit injectif si E est de type fini 
montre que le couple (A, A) vérifie la propriété a’) de la propo- 
sition 22, donc est bien un couple plat. 

Soient maintenant A et B deux anneaux locaux, et soit Ü un 
homomorphisme de À dans B. Supposons que 4 applique l'idéal 
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maximal de A dans l’idéal maximal de B. Alors 4 est continu, et 


se prolonge par continuité en un homomorphisme §: A — B. 


Proposition 28. — Supposons que 6: A +B soit bijectif, 
et identifions A à un sous-anneau de B au moyen de 6. Le 
couple (A, B) est alors un couple plat. 

On a AcBcB=A, et les couples (A, A) et (B, B) sont 
plats, d’après la proposition précédente. La proposition 23 
montre que (A, B) est un couple plat. 


Proposition 29. — Soient A et B deux anneaux locaux, 
soit a un idéal de A, et soit § un homomorphisme de A dans B. 
Si 6 vérifie l'hypothèse de la proposition 28, il en est de même de 
Vhomomorphisme de A/a dans B/0(a)B défini par 0 (ce qui montre 
que le couple (A/a, B/0(a)B) est un couple plat). 

D’après la proposition 26, le complété de A/a est AJaA, et, 
de même, celui de B/0(a)B est B/6(a)B, d’où le résultat. 


Proposition 30. — Soient A et A’ deux anneaux locaux, 
soit § un homomorphisme de A dans A’ vérifiant Vhypothése de 
la proposition 28, et soit E un A-module de type fini. Si le 
A’-module E’ = E ®,A’ est tsomorphe à A”, alors E est tsomorphe 
à A". 

Nous identifierons A à un sous-anneau de A’ au moyen de 0. 
Sim et m’ désignent les idéaux maximaux de A et A’, on a done 
mcm’; d'autre part, puisque im’ est un voisinage de 0 dans A’, 
et que À est dense dans A’, on a A’ = mm’ + A, ce qui montre 
que A/m = A’/m', d’où E/mE = E’/m’E’. Puisque le A’-module 
K’ est un module libre de rang n, il en est de même du 
A’/m/-module E//m'E’. On en conclut qu’il est possible de choi- 
sir n éléments e,, ..., e, dans E dont les images dans E/mE 
forment une base de E/mE, considéré comme espace vectoriel 
sur A/m. Les éléments e; définissent un homomorphisme 
f: A*—E qui est surjectif en vertu du corollaire à la propo- 
sition 24. Nous allons montrer que f est injectif, ce qui 
démontrera la proposition. 

Soit N le noyau de f. Du fait que le couple (A, A’) est plat 
(prop. 28), la suite exacte: 


0—N+A'+E--0, 


5 
FPE G 
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donne naissance à la suite exacte : 
OSS Nes Rte 0: 


/ M . 
Comme le module E’ est libre, N’ est facteur direct dans AGE 
et l’on a une suite exacte : 


QO N'/m'N'— A"/m'A" En E — 0. 


Mais, par construction même, f’ définit une bijection de 
Amn A” sur E’/wE’. Il s’ensuit que N’/m’N’ = 0, d’où N’ = 0 
(proposition 24), d’où N — 0 puisque le couple (A, A’) est 
plat, c.q.f.d. 
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LES SINGULARITES DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES 


par R. THOM (Strasbourg). 


L’étude des singularités d’une fonction numérique sur une 
variété a fait l’objet, depuis les travaux classiques de M. Morse, 
d’un grand nombre de recherches. Il m’a semblé que le théo- 
rème 4 de cet article, di a M. Morse (cf. [4]) pouvait faire l’objet 
d’une généralisation. J’ai été ainsi amené à considérer, de 
façon plus générale, les singularités d’une application f: R"— R?, 
et, plus généralement, d’une application d’une variété V" dans 
une variété M’. A cet égard, la seule définition des singula- 
rités d’une application, ainsi que leur classification, posent 
des problèmes délicats, qui seront abordés au Chap. 1. Au 
Chap. 1, on traitera des singularités « génériques », c’est-à-dire 
des singularités qui se présentent pour « presque toutes » les 
applications f: R°— R?. J’ai utilisé à cette fin la technique 
développée dans un article antérieur [8]; on obtient ainsi des 
renseignements précieux sur les dimensions génériques des 
ensembles critiques; un phénomène assez méconnu y est mis 
en lumière : dans une application générique R" — R?, où p < n, 
l’abaissement de dimension n’a lieu qu’en un point régulier de 
l'application, l'application conservant la dimension des ensem- 
bles critiques. Le chapitre 3 contient la description des singu- 
larités génériques pour les petites dimensions de l'espace but, 
ainsi que quelques théorèmes d’existence des variétés critiques. 
Le chapitre rv aborde — sans la résoudre — la question de la 
stabilité des applications génériques; on y trouvera aussi une 
liste de problèmes non résolus, cependant fort dignes d'intérêt. 
Enfin le dernier chapitre traite des propriétés homologiques 
des ensembles critiques; on peut voir là l’esquisse d’une géné- 
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ralisation de la théorie de Morse, dont je ne dissimule pas le 
caractère incomplet: seule la théorie des classes caractéris- 
tiques a été utilisée ici, alors qu’on pourrait songer à employer 
une théorie homologique, comme celle de Leray, soit une théorie 
plus fine comme la « catégorie » de Lusternik-Schnirelmann. 
Mais le domaine est tellement vaste, et jusqu'à présent si 
dépourvu d’applications qu’il est difficile d’énoncer autre chose 
que des généralités. 
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CHAPITRE PREMIER 


On considère ici des applications différentiables de classe C’ 
de l’espace euclidien R* dans l’espace euclidien R?; on supposera 
que f(0) — 0; conformément à la terminologie de C. Ehresmann 
R* sera appelé l’espace source, et R? l’espace but; en général, 
n sera pris >p, et la classe r de l’application f sera supposée 
supérieure au plus grand des nombres n, p ('). 

Soit x un point de R, k le rang de l'application f en x; il est 
commode d'introduire les deux différences : 


qg=n—k qu'on appellera le « corang à la source » en x. 
r=p—k — — « corang au but » en x. 


On désignera par S, l’ensemble des points de R’, où le corang r 
a (strictement) la valeur k; il est clair que S,,, appartient à 
l’adhérence de 5,, de sorte que 5, constitue l’ensemble des 
points où le corang r est >k. En particulier S, (si n > p) 
constitue l’ensemble des points réguliers de f; c’est un ouvert 
de R*. 

On considère dans l’espace-but R’, les ensembles images 
Y,—=f(S:); on appelle Y,= f(S,) Vensemble des valeurs 
critiques; on sait que, si l’application f est de classe C”, où 
m>n—p +1, cet ensemble est de mesure nulle dans R? [6]. 
Le complémentaire R’ — Y, est l’ensemble des valeurs régulières. 

Dans une application différentiable arbitraire, les singula- 
rités et la structure topologique des ensembles S, (et a fortiori Y;) 
peuvent présenter une extrême variété; on obtiendra néan- 
moins une structure déjà beaucoup plus simple si on se borne 
à ne considérer que des applications « génériques »; la définition 
précise d’une application générique est assez délicate; disons 
seulement pour le moment que toute application peut être 

(1) Ultérieurement, quand on écrira: applications, variétés, il s'agira toujours 


d'applications, de variétés différentiables de classe aussi élevée que nécessaire. Toute 
composante connexe d’une variété est supposée paracompacte (réunion dénom- 


brable de compacts). 
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approchée (avec approximation sur les dérivées d’ordre r) par 
une application générique, et que toute application assez 
voisine au sens précédent d’une application générique est elle- 
même générique. 

A toute application f: R"— R?, lassocions son craphe G(f) 
dans l’espace-produit R"*?; soit y= f(x) l'image d’un point x 
de R"; au point (x, y), le graphe G(f) admet un n-plan tan- 
gent Tx; la correspondance «> Tx définit une application f 
de R" dans la grassmannienne Gf des n-plans issus de O 
dans R"*?; on désignera f sous le nom d’application dérivée 
de l’application f. 

Supposant toujours (pour fixer les idées) n 2 p, désignons 
par F, la pseudo-variété de Gf formée des n-plans qui ren- 
contrent le R" plan y = 0 suivant un sous-espace linéaire de 
dimension (n—p<+r). 

Les F, sont, dans G?, des cycles de Schubert, et leur sym- 
bole de Schubert est: (Pour la définition de ce symbole, voir 
par exemple [3] ou [11}). 


(F,) Dan Peete. tial om te Py +++) Ps P) 
(PE peer) (pF) 


La dimension de F, est donc: 

DoT) ia pit) PP Pe a 
et sa codimension dans G? (qui est une variété de dimension np) : 
codimension de F,=np—(np—rn-+rp—r’) =r(n—p+r). 
Comme nous le verrons, ces cycles (mod 2) F, jouent un rôle 
important dans la détermination des ensembles critiques 5,; 


aussi faut-il préciser leur nature topologique; en un point ordi- 
naire, F, est une variété; les points singuliers de F, sont ceux 


qui appartiennent a F,... Il est intéressant de préciser la nature 
de l'immersion de F,,, dans F,. 

Soit u un point ordinaire de F,,,; ce n-plan de Gf peut être 
engendré par n vecteurs orthogonaux, dont (n—p+r+î) 
sont dans R"(y = 0), où ils engendrent un plan Y, et (p—r—1) 
engendrent un sous-espace Z orthogonal à Y. Un voisinage 
normal à F,,,de u dans F, est constitué par les n-plans, dont 
(n—p+r) vecteurs générateurs sont dans le plan Y 
et (p — r — 1) engendrent Z; il reste un n°"° vecteur V à déter- 
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miner, qui doit étre dans R’, et orthogonal a Z; son lieu est par 
suite un espace linéaire de dimension p—(p—r—1)=r-+1; 
il en résulte}que le voisinage normal de F,,, dans F, est fibré en 
espaces euclidiens R’*' sur l’ensemble des R"~’*" contenus dans 
un R*?’*"*', donc sur une sphère S"?*"; ce voisinage est donc 
un fibré de la forme S" ?*"XS"X R, fibré qui, au moins homo- 
logiquement, est trivial. Il en résulte que F”*' n’est pas plongée 
comme une sous-variété dans F,, mais que c’en est un lieu de 
points singuliers. 


Détermination analytique dun voisinage normal de F, 


dans G2. 


Soient 2,(i=1, 2, ..., n) des coordonnées de R", y(j= 1, 2, ..-, p) 
des coordonnées de R’; un n-plan dans G* est défini par un sys- 
tème de p équations linéaires de la forme: 


ee err 
Yj = 2id;T;. 


Supposons que . » plan appartienne à F,; cela veut dire que 
la matrice des a; est au plus de rang (p—r); si, de plus, c’est 
un point ordinaire de F,, la matrice aj est strictement de rang 
(p — r). Supposons que le mineur M formé des (p — r) premieres 
lignes et (p —r) premières colonnes sort différent de zéro; il 
subsiste dans la matrice un rectangle T complémentaire, formé 
des p dernières lignes et (n—p+r) dernières colonnes; 
associons au mineur M un élément du rectangle T, et, en 
complétant M par la ligne et la colonne qui se croisent sur cet 
élément, formons un mineur d'ordre (p—r + 1); nous obte- 
nons ainsi r(n — p +r) mineurs d’ordre (p —r + 1), dont la 
nullité entraîne la nullité de tous les mineurs d’ordre (p—r + iB fs 
en annulant ces mineurs, on écrit ainsi un système d’équations 


locales de F, dans Gi. 
pears yer 
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Cette remarque est utile pour la détermination pratique 
de F, au voisinage d’un de ses points ordinaires. On pourrait 
obtenir de méme le voisinage normal de F, dans F,_, en 
écrivant les relations quadratiques entre mineurs d’ordre 
(p —r-+ 1) qui apparaissent lorsque les mineurs d’ordre 
(p —r + 2) sont tous nuls. 


L'homologie des cycles F,. — Pour r>1, les pseudo-varié- 
tés F, ont un cycle fondamental mod. 2; en fait, il est plus 
pratique d’utiliser les classes de cohomologie qui leur corres- 
pondent par la dualité de Poincaré-Veblen; c’est ainsi que F, 
correspond à la classe de Stiefel-Whitney W,_,,,; de façon 
générale les classes duales aux F, sont des polynomes par rap- 
port aux classes W,, qu’on peut calculer explicitement grâce aux 
formules de multiplication entre cocycles de Schubert qui ont 
été données par S. Chern [1]; à noter que, pour n—p = 2(k—4), 
la classe duale à F, est définie à coefficients entiers; ce n’est 
autre que la classe de Pontrjagin P,, (Cf. Wu [11]). I serait 
intéressant de savoir l’expression cohomologique en coeffi- 
cients entiers des classes duales aux F,, qui sont définies à 
coefficients entiers dès que (n—p) est pair. 


Ensembles critiques et cycles F,. — Si, en un point x de R’, 
le rang s’abaisse à p —r, le plan tangent au point (x, y) corres- 
pondant du graphe G(f) est projeté sur R? suivant un (p —r) 
plan; c’est dire que le noyau de cette projection, intersection 
du plan avec R", est de dimension n— p + r; donc le plan 
tangent en (x, y) à G(f) appartient au cycle F,, et réciproque- 
ment. Si l’on remonte à la définition de l’application f, dérivée 
de f, on voit que les ensembles critiques S, sont les images 
réciproques, par f, des cycles F, de la grassmannienne. 


Dérinition. — Un point critique x de S, sera dit transver- 
salement critique, ou encore générique, si, au point f(x) de la 
grassmanienne, supposé ordinaire sur F,, les plans tangents 
à f(R") et a F, sont en position générale. 

On montrera, au chapitre 11, que toute application f peut 
être approchée par une application g pour laquelle tous les 
points des 5, sont génériques. Si cette hypothèse est réalisée, 
les ensembles critiques 5, sont de vraies sous-variétés de R’, 


de codimension r(n — p + r). 


| 
| 
| 
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De plus 5S,,,, situé dans l’adhérence de S,, y admet un voisi- 
nage normal homéomorphe au cône sur le produit S” x S"7?*" 
décrit dans l’immersion locale de F,., dans F 


2 


re 


Points critiques ordinaires et points exceptionnels. 


Considérons maintenant l’application f, restreinte aux $,, 
qui fait passer de S, à l’ensemble image Y,. Une première 
question se pose: cette application est-elle en général de rang 
maximum? 

La réponse est affirmative, pour raison de dimension; en 
effet, la dimension générique de 5, est n — r(n — p + r), qui 
est inférieure à p — r, dès que r > 1. Or, tout plan tangent a 5, 
est situé dans un n-plan tangent à G(f) qui est un point de F,, 
dont la projection sur R? est de dimension p — r; la projection 
du plan tangent a 5, se fait donc génériquement avec conserva- 
tion de la dimension. Un tel point sera dit « point critique 
(générique) ordinaire ». 

Si, au contraire, au point æ de S,, le plan tangent a 5, est 
appliqué par f sur R’ avec abaissement du rang, on dira que x 
est un point critique «exceptionnel ». Pour bien comprendre 
l’origine de ces points exceptionnels, il est commode de recourir 
à la méthode précédente et de les définir par des intersections ; 
soit m la dimension de S,, q celle du cycle F,. F, peut être 
considéré comme la base d’un fibré H, à savoir l’ensemble 
des m-plans contenus dans les n-plans qui forment F,(m <n); 
la fibre est par suite la grassmannienne G; ”. Dans chaque 
fibre, on peut considérer l’ensemble F, des m-plans qui se 
projettent sur le R’~" intersection de R? et du n-plan, avec un 
corang r’; l’ensemble des F, est évidemment invariant par les 
opérations du groupe de structure du fibré H, de sorte que 
l'ensemble des F!, constitue un certain cycle Z,, dans H. Le 
cycle Z,, est d’ailleurs, en ses points ordinaires, une vraie sous- 
variété de H. Or, dans la base F, de H, on a une variété f(S,), de 
dimension m. En associant à tout point de cette variété, son 


m-plan tangent, on définit au-dessus de la variété f(S,) une 


| Section du fibré H; les points d’intersection de cette section 


avec les cycles Z,, constituent, en projection dans la base Z,, 


les points critiques exceptionnels. Ainsi, sur chaque variété Bi 
i 4 
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‘| existe des sous-variétés (génériquement sans singularités) Z,, 
sur lesquelles f (restreinte a S,) présente un « corang au but » 
égal à 7’; dans l'application f: S,— Y,, l’image f(Z,) est en 
général un lieu de singularités pour Y,. C’est la un fait mis en 
évidence pour la premiere fois par F. Roger [5]: l’ensemble des 
valeurs critiques présente dans l’espace but des singularités ; 
comme on le verra, ces singularités sont stables, c’est-à-dire 
qu’elles subsistent pour une petite déformation de Vapplica- 
tion; de plus, elles ont un caractère spécial, non générique ; 
exemple le plus simple, pour faire comprendre ce phénomene, 
est celui du contour apparent d’une surface projetée sur un 
plan de coordonnées; on sait qu’un tel contour apparent pré- 
sente en général des points de rebroussement (Exemple : 
Contour apparent d’un tore vu assez obliquement par rapport 
à son axe); on verra que ces rebroussements sont stables; néan- 
moins, considéré comme singularité de la projection d’une courbe 
sur un plan, le rebroussement est une singularité instable. 

Pour achever la description complète d’une application, il 
est à nouveau nécessaire de considérer les variétés Z,, de points 
critiques exceptionnels; en itérant le raisonnement fait plus 
haut, on verra que ces variétés critiques présentent des sous- 
variétés W, sur lesquelles le rang de f (restreinte à Z,) s’abaisse 
de r’ unités. etc. On définira ainsi des points critiques 
« surexceptionnels ». On est néanmoins sûr, pour raison de 
dimension, que, génériquement au moins, ce processus s'arrête; 
en fait, si p <n, il ne peut y avoir de points surexceptionnels 
d'ordre > p; on aura finalement partagé l’espace source en une 
réunion de variétés (sans singularités génériquement) X,, 
telles que la restriction de f sur chaque X; soit de rang maxi- 
mum. 

Terminons par quelques remarques au sujet de ces variétés 
critiques exceptionnelles. D’abord précisons l’ordre des déri- 
vées partielles de l'application f qui interviennent; dans la 
détermination des variétés critiques ordinaires 5,, seule inter- 
vient l'application f, c’est-à-dire les dérivées du premier 
ordre; dans celle des Z, ¢S, intervient le plan tangent à FR"), 
donc les dérivées du second ordre, dans celle des variétés 
surexceptionnelles W, les dérivées troisièmes etc. Il est 
intéressant, par ailleurs, de donner une idée — ne serait-elle 
qu’intuitive — de la genèse des singularités des valeurs 


ie 


7 
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- critiques images de variétés critiques exceptionnelles. On 
Yobtient par la notion de « ventilation » d’une singularité, par 
déplacement de l’espace but. Expliquons-nous: supposons 
donnée une application f: R*— R?, critique en O; supposons 
_de plus l’espace but R’ mobile dans un R’*”, et que ce mouve- 
. ment (à n paramètres) soit défini par une application g: R'— G7 
dans la grassmanienne des p-plans de R’*”; en supposant 
l'espace but R? entraîné dans le mouvement défini par g, on 
_ définit une application F: R"— R™*?, et l’image F(R") pré- 
- sente en 0 la singularité ventilée de la singularité initiale de 
_f: R°— R’. Exemple : n = p = m= 1. L’application f: R'— R' 
sera définie par u =; supposons la droite-but R' mobile 
dans un plan R°, et soit 9 son angle polaire par rapport à une 
direction fixe. Supposons l’application g définie par 0 = at; 
alors la singularité « ventilée » sera définie dans R° par les 
équations 
a=tcosat=t +... 
y = f sin at = at’ + --- 


ce qui définit bien un rebroussement. 

_ Les images des points critiques exceptionnels et surexcep- 

tionnels présentent des singularités toutes susceptibles de ce 

nde de génération. Dans le cas particulier important des 

points critiques de S,, Z, ... ete, les singularités proviennent 

par ventilation de singularités du type R"—> R"; d’où l'impor- 
nce de l'étude de ce type d’applications. ES 


CHAPITRE II 


On désignera par L(R", R’; r) l’ensemble des applications 
différentiables de classe r(r >> Sup n, p) de R" dans R’, muni 
de la topologie définie par l’écart sur les dérivées partielles 
d'ordre <r sur tout compact; L(R", R’; r) est dans ces condi- 
tions un espace métrique complet, donc un espace de Baire. Une 
propriété (P) des applications f: R'— R?, définie localement en 
tout point de l’espace source sera dite générique, si l’ensemble 
des f qui ne présentent pas la propriété (P) en au moins un 
point d’un compact K de R* forme dans L(R", R?; r) un 
ensemble fermé rare (fermé sans point intérieur). 


Dérinirion. — Une application f: R"— R? sera dite « géné- 
rique à la source », si: 1°) L'application dérivée f de R" dans la 
grassmannienne G? est t-réguliére (en position générale) sur les 
cycles de Schubert F, de Gf; 20) La section définie par une nou- 
velle dérivation dans le fibré H au-dessus de chaque variété 
critique S,—/f"'(F,) coupe t-régulièrement le cycle Z,; alors 
les variétés critiques exceptionnelles Z, sont sans singularités ; on 
postulera que les sections (dans un fibré approprié en grassman- 
niennes) qui définissent dans Z,, les variétés critiques surexcep- 
tionnelles W,-, sont elles-méme t-régulières sur le cycle appro- 
prié et ainsi de suite. 

Il est clair que l’ensemble des fonctions f: R*— R? géné- 
riques à la source forment un ouvert de L(R", R’; r) en effet, 
d’après le théorème I.5 de [8], la propriété de position générale 
(plus exactement, de t-régularité) se conserve par une déforma- 
tion assez petite (avec approximation sur les dérivées); les 
variétés critiques S,, Z,., W, ... restent isotopes à elles-mêmes. 

(A noter que dans le théorème I. 5 de [8], on suppose que la 
déformation a lieu par composition avec un homéomorphisme 
de l’espace-but; c’est la une restriction inutile ici, et le théo- 
rème est valable pour toute déformation dans L(R’, R’, r).) 

Reste à démontrer, et c’est là le plus délicat, que toute appli- 
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cation f peut être approchée arbitrairement près par une appli- 
cation « générique à la source ». Nous allons démontrer d’abord 
la propriété pour les variétés critiques « ordinaires » S,, remet- 
tant à plus tard la démonstration pour les variétés critiques 
exceptionnelles. Le principe de la démonstration est le suivant : 
soit f l’application donnée; supposons que l’ensemble critique 
5, de f soit non vide, sinon S$, serait vide pour toute appli- 
cation assez voisine, et la propriété est démontrée. Recouvrons 
alors 5, par un nombre (fini ou infini, mais dans ce dernier cas, à 
cause de la paracompacité, dénombrable) de compacts K,; dési- 
gnons par M; l’ensemble des applications de L(R", R’; r) non 
t-réguliéres (après dérivation) sur le cycle de Schubert F, en au 
moins un point du compact K;; il est facile de voir que M, 
est un fermé dans L; on va montrer qu’au voisinage de f supposé 
appartenir à M, il y a des points qui n’appartiennent pas à M;; 
on sait que, sur S,, le rang est strictement égal à (p —r) on peut 
donc trouver, au voisinage de tout point x de S,, un système 
de (p—r) fonctions uw, u, ... u,_,, qui sont fonctions coordon- 
nées dans l’espace but R’, et qu’on peut prendre pour fonctions 
coordonnées dans R". Dans ces conditions, au voisinage de 
tout xéS,, il y a une carte dans laquelle R" a pour coordonnées 


CSN SE PERTE bla) y GER US Up aro Yp—rsisss AT ee 
et ou l’application f est représentée par les équations : 
Yn=r+i = h;(uy, ra wah ER — iT 2; sey r 1. 
Fes dy; 
L'ensemble S, est alors défini par les relations oe = 04 
k 


On supposera S, recouvert par un atlas formé de telles cartes, 
et on supposera les compacts K; assez petits pour être contenus 
chacun dans une carte. On considérera l’ensemble des applica- 
tions g assez voisines de f pour admettre le même atlas de 
cartes distinguées que f; c’est évidemment un espace de Baire X. 
On montre alors que, pour toute application fal existe une 
approximation g dont la restriction à K; est, apres dérivation, 
t-régulière sur le cycle F,. La déformation de f en g a heu 
comme suit: dans l’application f, on projette le graphe G(f) 
dans l’espace-but parallèlement a Pespace source R'; on 
obtiendra g en projetant G(f) suivant une direction un peu 


oblique par rapport à la direction initiale; analytiquement, 
‘sur la carte associée cela revient à remplacer les fonctions y 
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par des fonctions y telles que: y = y; + mix, ot les 
coefficients mi seront supposés petits. La déformation f — g 
n’est ainsi définie que sur l’ouvert U de la carte associée; il est 
clair néanmoins qu’on peut 
prolonger la déformation de 
f en g à l'extérieur de U : 
ceci résulte des théorèmes 
classiques de Whitney sur 
le prolongement des appli- 
cations différentiables [9], 
on peut même supposer que 
cette déformation se réduit 
à l'identité à l'extérieur d’un 
voisinage V contenant U; 
la figure ci-dessus, dans le cas du plan, en donnera une idée 
satisfaisante pour tout esprit non imbu d’un excessif forma- 
lisme. 

Cela étant, le graphe dans U de Vapplication g admet en 
tout point (x) un plan tangent défini par le système d’équa- 
tions : 


dy; : dy, : 

SE à ! wh eases, p—r+ p—r+ 

U; = Ui; Os a 35 = os P=?! du, + Des ne: EEE 
k ] i 


e k Lp r +i 
soit : 
=. Oly AOE | 
dise D dû + > ea te m; bye wate 
k OU 1 \0%p_rsi 


L’ensemble S, pour l’application g est done défini par les 


équations : 2 + mi=0, ce qui revient, si l’on remarque que 
i 
les mineurs relatifs au carré (u,— u;) forment un système de 
coordonnées transverse pour le cycle de Schubert F,, à prendre 
l’image réciproque de F, par l'application dérivée g. 
L’application G: R'+ R™-?*” définie par les équations : 
my — admet des valeurs régulières aussi voisines qu’on 
Her 
voudra de l’origine. Si (mj) désigne les coordonnées d’une telle 
valeur, ceci signifie que l’application g correspondante, dérivée, 
est t-réguliére sur le cycle de Schubert F,, ce qu’on voulait pré- 
cisément obtenir. Nous voyons donc que dans l’espace de 
Baire X, les sous-espaces M, sont rares; donc leur réunion est 


trace 
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maigre dans X, et n’admet aucun point intérieur; ceci montre 
qu'au voisinage de tout f il y a des g qui sont, après dériva- 
tion, t-régulières sur F,, et cela confirme la propriété générique 
énoncée. Nous allons expliciter quelques conséquences de ce 
résultat. 


Tutortme 1. — Toute application f: R'—R? peut être 
approchée arbitrairement près (pour les dérivées partielles 
d'ordre <r) par une application g, dont la dérivée g est t-réguliére 
sur les cycles de Schubert F,; par suite les points de R" où g est 
strictement de corang au but r forment de vraies sous-variétés 5,. 

La codimension de S, dans R" est égale à r(n — p + r). 


CorottarrE. — Si n<r(n—p-+r), l’ensemble $, est 
« génériquement » vide. 

Si de plus n > p, ceci montre que pour n <r", il n’y a pas 
de singularité stable de corang au but > r. Exemples : 


Points critiques stables de corang 2. — Ils apparaissent seule- 
ment pour n = p = 4 (applications R‘ — R‘\); par contre, les 
applications R*— R* n’admettent pas de points critiques 
stables de corang 2. 

Le premier cas de point critique de corang 3 apparait pour 
les applications R°— R’, celui de corang r pour les applica- 
tions R” — R”. Nous verrons au chapitre m1 que ces singu- 
larités existent effectivement et qu'elles sont « génériques » 
(stables pour une petite déformation). 

La formule donnant la codimension de S, est valable méme 
pour p << n. On peut remarquer que, si r est le corang au but, 
n— p + rest le corang à la source; ainsi on a la formule, très 
mnémotechnique : 


Tuéorème 2. — La codimension générique d’un ensemble 
critique d’une application est égale au produit du corang à la 
source par le corang au but. 

On en déduit une conséquence assez curieuse sur les dimen- 
sions des ensembles critiques S, pour les applications R*— Ry} 
et R" > R*** comparées entre elles. Pour chacun des cas, la 
formule donne : 


Pour R"—R*~*, codimension de 5, = r(k+r) 
Poust.s BR RUS codimension de'S,:,== (r-+ &)r- 
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Par exemple, pour n = 2, k = 4, les ensembles critiques des 
applications R°— R' et R’— R® ont même dimension, a 
savoir zéro : dans le premier cas, on a les points critiques d’une 
fonction, dans le second les points cuspidaux d’une immersion 
de R° dans R°. 

A titre d'exemple, donnons ci-dessous le tableau des dimen- 
sions des dimensions des variétés critiques d’une application 


R° —> R"; r désigne toujours le corang au but, — une dimension 
négative strictement, done génériquement l’ensemble vide. 

p= Ovsrrdg) + Qu 40 

nl 5, - Oh, eae 

= À D} -1,. MEN 

D3 5, -2,, —— — — 

n = 4 Day LD rende sd ee 

== 5 Durt apa dete Se. CE 

n= 6 ee aa FP pe ee 

ial rag of tab fee 

n= D — — — 5, 1, .— 

n=9 — — — — 5, 0 

n=10 |— — — — — 5 


La symétrie ainsi mise en évidence jette une lumière curieuse 
sur ce qu’on a appelé « la dualité de Whitney ». Nous y revien- 
drons plus tard, à propos des propriétés globales des ensembles 
critiques. On notera, de façon tout à fait générale, que si n est 
fixé, c’est pour p = n que les applications R"— R? présentent 
au point de vue des variétés critiques et du corang la plus 
grande diversité. 


Remarque sur la structure topologique des ensembles critiques. 


L’ensemble des points d’une application f, où le corang au 
but est >r n’est autre que l’adhérence 5,; S, contient évidem- 
ment S,,,; comme 5,,, est l’image réciproque du cycle de 
Schubert F,,, par l’application dérivée f, t-régulière sur F,., 
on en déduit que le voisinage normal de $,. , dans S, est homéo- 
morphe au voisinage de F,,, dans F,; c’est, rappelons-le, en un 
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. point générique, le cône sur le produit des sphères S*™7?*" x Sr, 


Il en résulte que l’ensemble fermé S, n’est pas en général une 


vraie sous-variété (sauf si S.., est génériquement vide); S. 
possede S,., comme lieu de points singuliers; chaque S, est 
néanmoins une pseudovariété (pour r > 4), de sorte qu’on peut 
parler du cycle fondamental de $,; ce cycle est à coefficients 
entiers sila pseudovariété S, est orientable, modulo 2 en général. 


Les singularités critiques exceptionnelles. 


Nous allons conduire explicitement le raisonnement dans le 
cas du point critique exceptionnel le plus banal, c’est-à-dire 
celui du point de 5, où la restriction de f est de corang (à la 
source) égal à 1. Dans un voisinage u d’un tel point (comme en 
tout point générique de S,), il existe un système de coordonnées 
(Ur, Ua +++ Up_ty ps +. x,) dans lequel l’application f s’ex- 
prime par les équations : 

U;=u;; y= 9(u;, x) + ---, où 9 est une forme quadratique 
non identiquement nulle (’hypothése de t-régularité de f sur F, 
implique en effet que ¢ n’est pas ae L’ensemble aie 5, 


est défini dans U par les équations : à °F 0, i=p, p+1, 


et son plan tangent au i (Xi, oy am 
Ma 


AT; OI — = 0 


j  dLÙT; k a k 


Ce plan est donc défini dans le produit R’~' x R" par la 
matrice : 
(On ne tient pas compte de la 


Hi a ligne relative à y, puisque, sur 5,, 

4 0 cette ligne est une combinaison 

1 linéaire des précédentes.) | 

U; 4 0 Dans ces conditions, la variété cri- 

0 1 tique exceptionnelle Z, est définie 

| || dans R" par la nullité du détermi- 

dy d'y d'y nant : dy 

oz; 0X; OU, 04; 02; = ap = 


= A ~ r Là Là x. 
une coordonnée trans 
En fait, D peut être considéré comme 
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verse du cycle Z dans H. (Z étant défini par D=0 dans H.) 
Supposons que l’image du voisinage de 0 dans 5, par l’appli- 
cation dérivée (deux fois) dans H soit tout entière au voisi- 
nage d’un point générique z€2; ceci veut dire que sur le voi- 
sinage proposé l’application f, restreinte a 5S, est de rang (p — 2) 
au moins; ou encore qu'on peut trouver sur le voisinage pro- 
posé (éventuellement restreint) un mineur d’ordre (p—2) de 
la matrice M qui ne s’annule pas dans ce voisinage. Supposons 
(pour fixer les idées) que ce soit le mineur relatif au premier 


TPE 
0%; dT; 
Q,(æ,u) ce mineur. Déformons alors l'application f en 8, 
g étant définie sur le voisinage considéré par les équations : 
U, = uy ¥ = y + a(x,). La valeur D(g) du déterminant D 
pour l’application f sera: D(g) = D(f) + 2aQ (2, u). 

La relation D(g) = 0 s’écrit a= — 1/2D(f)/Q.(a, u); dans le 
voisinage de 0 considéré, cette relation définit une application 
de S, sur R'; prenons pour a une valeur régulière a = © de 
cette fonction, aussi voisine de 0 qu'il le faudra; alors l’appli- 
cation de S, dans H, associée à g définie par Y = y + ca, est 
t-régulière sur le cycle Z, car la coordonnée transverse D est de 
rang maximum sur 5,. 

On montrerait, comme dans le cas de l'addition d’une fonc- 
tion linéaire, que, pour c assez petit, la déformation de f en g 
peut se prolonger par une déformation qui se réduit à l’identité 
à l'extérieur d’un voisinage plus grand. 

Reste à montrer que toute application f est « presque par- 
tout » sur S, de rang > p — 2; si en effet dans un voisinage de 0, 
tous les mineurs d’ordre p — 2 étaient nuls, on pourrait d’abord 
supposer que l’un au moins des mineurs d’ordre p— 3, ne 
s’annule pas dans le voisinage éventuellement restreint. Dans 
ces conditions, par addition à y d’une forme quadratique en x 
convenablement choisie, on peut obtenir que le rang soit 
partout sur ce voisinage > p—2, sauf éventuellement sur les 
points d’une sous-variété, et ainsi de suite pour les rangs infé- 
rieurs. La démonstration se complète, comme précédemment, 
par « recollement des morceaux ». Il importe toutefois de dire 
qu’elle ne se généralise pas sans difficulté aux variétés critiques 
exceptionnelles de corang à la source > 1. Comme nous le 
verrons en effet à la fin du Chapitre 3, quand on forme l’inter- 


) soit 


élément (17¢ ligne, 17° colonne) de la matrice M= 


Le 
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section avec un cycle F, d’une grassmannienne qui définit la 
variété exceptionnelle, on est amené a considérer les coefficients 
d’un tableau rectangulaire T d’une matrice. Ces coefficients 
contiennent en général linéairement les dérivées secondes, de 
l'application f; or du fait des relations « d’intégrabilité » 
-) Rey i 
ox. dy LE dy .dT 
néanmoins, à cause du caractère linéaire de ces relations, 
l’espace image est un sous-espace linéaire de l’espace des 
vecteurs transverses à F,, de sorte qu’on peut encore parler 
d'application t-régulière que F,, considéré comme plongé dans 
ce sous-espace linéaire image. Il en résulte en particulier que la 
codimension d’un ensemble critique exceptionnel est en général 
plus petite que celle donnée par la formule du théorème 2. 
(Voir l'exemple à la fin du Chapitre 5.) Avec cette restriction, 
le principe de la démonstration antérieure reste valable. 


il est possible que le rang de ce tableau s’abaisse ; 


Cas des variétés critiques surexceptionnelles. 


Dans le cas d’une variété surexceptionnelle d’ordre k, on est 
amené à considérer une variété de drapeaux d'ordre k (systèmes 
de k plans emboîtés chacun dans le suivant), et, dans une telle 
variété un sous-ensemble H défini par des conditions de 
dimensions de projection sur le facteur R?, et enfin, dans la 
sous-variété H, un certain cycle Z; au voisinage d’un point 
générique de Z, l'immersion de Z dans H est isomorphe à celle 
d’un cycle de Schubert dans une grassmannienne, de sorte 
qu'au voisinage d'un tel point, un système de coordonnées 
normales de Z dans H peut être donnée par les r(n — p + 1) 
mineurs issus du rectangle d’une matrice; dans les lignes de ce 
rectangle figurent les coefficients du plan tangent à la variété 
critique d’ordre (k — 1) qu’on applique dans H; ces coefficients 
contiennent linéairement les dérivées d'ordre k de l’applica- 
tion f. 

Dans une carte locale associée, on sera amené à ajouter aux 
variables y des formes homogènes de degré k en x, en prenant 
pour coefficients variables ceux qui, après dérivation, figurent 
dans les r(n—p+r) mineurs qui donnent les équations 
locales de Z dans H. Ici encore, on choisira les valeurs de ces 
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coefficients pour que l’application obtenue dans H soit t-régu- | 
lière sur le cycle Z, compte tenu éventuellement des relations — 
linéaires entre coefficients qui proviennent des relations d’inté- 


Lt hari a d” ao pe 
grabilité af fo Qi Le procédé par recollement des morceaux 
dxdy  dYdX 
s’applique alors sans autre modification. J’envisage de revenir 
sur ce point dans une publication ultérieure. 
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CHAPITRE III 


FORME GÉNÉRIQUE DES SINGULARITÉS 
POUR LES PETITES DIMENSIONS 


On va s’occuper ici des singularités présentées par les appli- 
cations génériques de R" dans R?, où p est petit. 


40 p = 1. Singularités d'une fonction. — Soit f: R"> R' une 
fonction, G(f) son graphe dans R**'; on considère l’application 
dérivée de R" dans Gi; le cycle de Schubert F, se réduit à un 
point de G; (le n-plan horizontal); un système de coordonnées 
normales pour F, est donné par les coefficients de Péquation 


aa : ù ; < 
du plan tangent, donc par les dérivées partielles D’après 
TC: 


U 


le théorème 2, pour une f générique à la source, l’ensemble 
critique S, se réduit à un certain nombre de points; en chacun 
de ces points, les dérivées f;, sont des formes linéaires des 
coordonnées locales, et par suite de la régularité sur F,, ces 
formes linéaires sont indépendantes. Ceci exprime que le déve- 
loppement local f autour de chaque point critique commence 
par une forme quadratique non dégénérée. Donc: 


Taéorème 3. — Toute fonction différentiable sur R" peut être 
approchée d'aussi près qu'on veut (ainsi que ses dérivées par- 
tielles jusqu’à un ordre arbitrairement grand, quoique fini), par 
une fonction g dont les seules singularités sont des points critiques 
quadratiques non dégénérés. 

[C£. M. Morse, The calculus of variations in the large. Col- 
loque, Publ. XVIII, p. 178, th. 8. 7.| 


2° p = 2. Singularités d'une application dans le plan. — Il 
n’existe qu’un seul ensemble critique génériquement non 
vide, S,; sa dimension est 1, et comme S, est vide, c’est une 
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vraie sous-variété (courbe dans R"). Il y a des points critiques 
exceptionnels, définis comme S,(S,); il est aisé de voir la singu- 
larité correspondante dans le plan but; elle provient par 
« ventilation » de la singularité R'— R' définie par u = y 
composée avec une application de degré 1 de R' dans G, = 54 
elle donne, comme on l’a vu au chapitre 1, un rebroussemeni de 
type ordinaire. On obtient aisément les équations locales de la 
singularité; on peut donner à R" un système de coordonnées 
de la forme R'{u, 2, x,)—> R*(u, #), où # est une forme qua- 
dratique ¢ en u et 2; la courbe critique dans R” est définie 


0o 
par ~~ — (0, son vecteur tangent en 0 par = — 0, Dans le cas 
* 


actuel, où le rang de la forme ¢(0, 2;) s’abaisse, on peut supposer 
que » admet un développement qui débute par 


o = un, + ai +--+ + (2) 


la courbe critique est alors paramétrée localement par la 
variable x, ; son image par l’application est composée deu—(x;) 
par une « ventilation » d’angle ka,; ce qui donne en posant 
a, = t pour image de la courbe critique u = Po 9 he 
On retrouverait d’ailleurs directement ce résultat en écrivant 
le terme en (x,) du développement de ¢. Dans le cas R*— R° 
la singularité est représentée par l’équation : z = x’ — ay, où f 
envoie le plan (a, y) sur le plan (y, 2). Nous reverrons d’ailleurs 
ce cas en général. 


30 p—3. — Ici encore, on a le seul ensemble critique S, qui 
est une vraie surface; sur S,, on a des courbes exceptionnelles 
S,(S,) et des points surexceptionnels S,(S,(5,)). Dans l’espace 
but, les courbes exceptionnelles ont pour images des courbes 
lieux de rebroussements de la surface des valeurs critiques. Les 
points surexceptionnels ont pour image des rebroussements des 
courbes lieux des rebroussements de la surface critique. En 
général une application R* — R° présente des points de corang 
au but égal à 2: ce sont les points cuspidaux; nous voyons ict 
que la surface des valeurs critiques ne présente pas en général de 
points cuspidaua; ainsi: un ensemble de valeurs critiques pré- 
sente des singularités stables autres que les singularités géné- 
riques, et, de plus, certaines singularités génériques pour les 


* 
$ 
2 
1 
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dimensions considérées peuvent ne pas se présenter. Les équa- 
tions locales de l'application R* — R’ au voisinage d’un point 
critique surexceptionnel pris comme origine peuvent être 
mises sous la forme : 


by Re Ty, Z= zy + sx — 2". 


La surface critique est définie par ps y + Iza — 42° = 0 


0Z 
et son image sur le plan XY, définie par la représentation para- 
métrique en « et z: X—x, Y =— 22x + 42’ présente la singu- 


larité du point critique exceptionnel R*— R’; la troisieme 
coordonnée : 


Z = 3(— 2zx + 42°) + da — 2 = — zx + 32° 


définit la « ventilation » dans R* de cette singularité. 

Pour être complet, mentionnons encore la singularité géné- 
rique d’une application R°— R’; il s’agit de l’ensemble 5., 
formé de points isolés; au voisinage d’un tel point, l’application 
est représentée par les équations: «= u,y = UP, — Pareil 
s’agit là du classique point cuspidal d’une surface. On sait 
qu’un tel point est l'extrémité d’un segment de la courbe de 
self-intersection u = 0, dont l’image est l’axe des z. La variété 
de self-intersection présente donc une singularité de corang 1 
en ce point. 


40 p = 4. — Le cas R°— R: présente pour unique singularité 
un S, qui est une courbe de points cuspidaux (produit topolo- 
gique de la singularité R?— R' par R.); cette courbe peut 
d’ailleurs présenter elle-même des points critiques exception- 
nels qui donnent lieu à des rebroussements. 

Le cas intéressant est présenté par les applications R'— R'; 
S, est alors formé d’une variété de dimension 3 qui peut elle- 
même présenter les variétés critiques exceptionnelles et 
surexceptionnelles qu’on explicitera aisément; mais, de plus, 
on a un S, composé de points isolés, qui sont des points singu- 
liers pour S,. Un système d'équations locales au voisinage 


d’un point de 5, est donné par: 


æ=u, ds CR De DL L = uw Et 
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Si, en effet, on forme la matrice des coefficients du plan 
tangent au graphe, on trouve: € 
et par suite l'application dérivée f est 
régulière sur le cycle de Schubert F,, 
0 les coordonnées normales de F, étant 
données par les éléments du carré mar- 
= | qué en pointillé. 

ech 2 | Pour les applications R°— R’, S, est 
|| vide; de même pour R*>R‘, n> 5. 
Pee Terminons là ces considérations particu- 
litres, et arrivons à l'étude des sin- 


So = 
= © 


gularités générales. 


Variétés critiques S,. Forme générique locale. Existence. 


Jusqu'à présent, nous n’avons pas montré l'existence 
effective de sous-variétés critiques S,, non vides, lorsque leur 
codimension générique leur permet, c’est-à-dire, lorsque 
n>r(n—p+r). Cette existence n’est pas évidente: en 
effet, étant donnée une application g : R"— Gr, il est en général 
impossible d’ «intégrer » cette application, c’est-à-dire de 
trouver une application f: R'— R’, dont g est la dérivée; 
g doit satisfaire à des conditions d’intégrabilité qui s’expriment 
par exemple par la symétrie de certains coefficients. C’est pour- 
quoi l'existence d’une application f, dont la dérivée f est 
t-régulière sur le cycle de Schubert F, nécessite une démonstra- 
tion. Étant donné un système (u,, W, U,_» Lp_rs1 +++ Un) de 
coordonnées dans R", considérons l’application dans R? de 
coordonnées (U,, U,, .:. Up, Ypiresy ... Y,) définie par les 


équations : 
Wipe tig miaah) 5 de. pur Ve a JR 
t 


Re se Ut, ras i Ur, 5 <3 NA Gigs ln ; 


p—r+3 = pees a oy os Wo «pus + ars 


et ainsi de suite, jusqu’à épuisement de toutes les variables U;; 
or cet épuisement ne saurait se produire, car il y a (p—r) 
variables Uj, et on dispose de (r— 1) formes quadratiques 
Y5 J[> 1, contenant chacune (n— p+ r) coefficients; et l’on 
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a pip?) > (or 1)(n—p-+r) dès que n>r(n—p+r), ce 
qu on a supposé initialement. 
L'ensemble critique 5, de l'application f est alors un plan 


TR Std dY , 
mn ~ a oO € à + . es = — 
défini par les formes linéaires : aie “+/ — (), formes en nombre 
Ë Th p_rik 


égal à r.(n— p + r); si on explicite ces formes en 2; et u,, on 
constate que l’ensemble de ces formes en uw, et x, est de rang 
maximum, égal à r(n—p +r). On en déduit que l’application 
dérivée f est t-régulière sur le cycle de Schubert F,. 

Ainsi, tous les ensembles critiques S$, à dimension générique 
non négative se présentent effectivement, et peuvent être 
réalisés par des applications algébriques qui s'expriment loca- 
lement grâce à des formes quadratiques. Il resterait à savoir, 
mais c’est la un problème que nous laisserons de côté, si tout 
point générique de S, admet une carte locale dans laquelle 
l'application f a la forme ci-dessus. Nous ne traiterons le pro- 
blème que dans le cas des points génériques de S,. 


Cas des points corang au but égal à 1 (n>p) (cf. [5]). 


En un tel point, il existe une carte locale (u,, u,_,, x) dans 
laquelle l'application dans R,(U,, U,,... U,_;, y) prend la forme: 
U; = u,, 7= 1, 25 pt; y = qu, Tpnisi) À ies SOUND 
est une forme quadratique en u et x; par un changement de 
variables homéomorphisme de l’espace source tangent à l’iden- 
tité en 0, on peut supposer que y se réduit a la seule forme 
quadratique +, les termes d’ordre supérieur disparaissant [4]. 
Par ailleurs, on peut ajouter a y une forme quadratique arbi- 
traire en les (u;); cela revient à effectuer dans l’espace but R? 
un homéomorphisme tangent à l'identité à l’origine. La condi- 
tion de t-régularité de l’application dérivée f s'exprime par le 
fait que les (n— p + 1) formes linéaires ae: sont linéaire- 

Reaper 
ment indépendantes. Le rang de la forme ¢(u;, x) ne peut donc 
_ (génériquement) s’abaisser en dessous de (nm — p + 1). Apres 
soustraction d’une forme quadratique arbitraire dn u;, la forme 
| réduite (0, x) obtenue pour u;— 0 est donc de rang n—=2(p-T) 


au moins. 


5 


66 R. THOM 


Il est clair que l'indice de la forme quadratique restreinte au 
plan u = 0, &(0, x), est un invariant; on peut l’interpréter de 
la manière suivante: supposons que le point «= 0 soit un 
point critique ordinaire; alors application f est de rang maxi- 
mum sur la variété critique en x et par suite l'image de la 
variété critique est en y — f(x) une sous-variété de dimension 
(p —1) régulièrement plongée dans R’; considérons une 
courbe R' transverse à cette variété en y, et soit Q son image 
réciproque par f; c’est en général une sous-variété Y, et la 
restriction de f à Y définit une fonction f:Y — R'; l'indice de 
cette fonction, qui présente en x dans Y un point critique, est 
indice de la forme ¢(0, y). On l’appellera « indice transverse » 
du point indiqué x. 

Si on veut exprimer analytiquement la condition pour qu’un 
point critique soit non exceptionnel, il faut exprimer que 


l'application f sur le plan tangent à 5, est de rang maximum, 
done que son noyau est nul. Or, dans l’espace des vecteurs tan- 


gents à R” en O, f admet pour noyau le (n — p + 1)-plan 
U, = Uy = ++: = U_, = 9, et le plan tangent à S,, défini 


par ot — 0, n’est autre que le plan conjugué du noyau de f 


J 

par rapport au cône du second degré défini par ¢(u, x) = 0. 
Or un plan et son conjugué ne peuvent admettre de droite 
commune que si le plan est tangent au cône le long de cette 
droite. Ce qui revient à dire que l’hyperquadrique définie pro- 
jectivement par l’équation ¢(0, x) = 0 admet un point double. 
Les points critiques exceptionnels sont donc caractérisés par 
le fait que la quadrique 9(0, x;) = 0 présente des points 
multiples; en un point générique, au contraire, cette quadrique 
est sans singularité et réciproquement. 

Il est facile, dés lors, de déterminer la structure topologique 
en un point de corang au but égal a 1, qui est non exceptionnel ; 
on peut en effet supposer les variables u; (donc U;) choisies de 
façon que le plan tangent à la variété critique dans l’espace 
but R’ soit défini par Y = 0. Ceci impose que le plan tangent 
aS, en Osoit le plan défini par +,_,,;= 0. Dans ces conditions, 
Y prend la forme : 

Y = Ya'(x))(a), les termes en u,v; étant nuls. 


On voit alors que la singularité n’est autre que le produit 


2 
À 
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topologique par un espace R?~' (celui des u;, resp. U;) de l’appli- 
; Sn A a : KE ; at 
cation Y: R"-’*'—R' qui présente un point critique à l’origine. 


Points critiques exceptionnels génériques. 


Soit O un tel point; en ce point O, la variété critique 5, 
admet un (p— 1) plan tangent, qu'on supposera paramétré 
par les coordonnées u,, u,,...u,_:, 93 ON a supposé les fonc- 
tions u; choisies de façon à être de rang total (p — 2) sur ce plan 


tangent, le noyau de l’application prolongée f étant la droite 
u; = 0, paramétrée par la fonction ». Dans ces conditions l’ap- 
plication f restreinte sur S, peut être définie par les formules : 


AZ $102, 3. D —2; NE 
Complétons le système de coordonnées de R” en 
(wu, Uz, Up: Wy PY, pris +.) Tn) 


et celui de R? en (U,, U,, ..., U,_», W, Y). On plonge alors 5, 
dans R" en posant : w = V = 3¢’, et, l'application f: R'— R? 
étant définie par U; = uw, W = w, Y débutera par une forme 
quadratique en (u; ¥, 2;). Mais alors l’ensemble critique S, est 


défini par les équations ot =U, = = 0. Comme cet ensemble 
i 

doit s’identifier A S,, définie par æ; = 0, et w — 30 el) On 
voit que Y= we—v’* + Z(x;)", où Y(x,) est une forme quadra- 
tique de rang n — p strictement. Sur cette forme réduite, on 
yoit que la singularité est le produit par un espace R?~™ (celui 
des u;= U,) de la singularité Rv-?*?+ R?® associée à un point 
de rebroussement de la courbe contour apparent. 

On vérifiera aisément sur cette forme réduite que l'indice 
transverse d’un point critique ordinaire voisin du point excep- 


tionnel varie de une unité lorsque ce point traverse la variété 
des points exceptionnels. 


Quelques résultats sur les singularités exceptionnelles. 


La description explicite de « toutes » les singularités géné- 
riques des applications différentiables apparaît évidemment 
comme une tâche quasi chimérique. Du moins peut-on à leur 
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sujet se poser la question préjudicielle de leur existence. Ona 
déja vu que toutes les variétés critiques S, de corang au but r 
existent, dès que les conditions dimensionnelles du th. 2 sont 
satisfaites; on peut par suite se demander sil en va de méme 
pour les singularités exceptionnelles. La réponse est affirmative 
lorsqu'il s’agit de singularités surexceptionnelles d'ordre k 
fini, pourvu que les k singularités composantes soient « banales » 
c’est-à-dire de corang 1; elle est négative en général pour des 
singularités de corang supérieur à 4. Montrons-le : 


Existence de singularités surexceptionnelles d'ordre quelconque 
dont toutes les singularités composantes sont de corang (au but) 
égal à 1. 

Il s’agit de construire une application f: R"— R’, telle que 
si S;,, désigne la variété critique de S; (supposée passer par 
l’origine O), le point O soit un point critique de corang au but 
égal a1, générique, pour toutes les restrictions f|S,,7 = 1,2, k—1 
la construction procède par récurrence sur k. Supposons connue 
une application g: R?-'+ R?~', telle que O soit point critique 
de corang 1 pour toutes les variétés critiques successives (au 
nombre de k — 1); l'application étant f de corang 1, on suppose 
qu’on peut trouver (p — 2) fonctions u,, Us, ... Ups conservées 
par l'application; en complètant ces fonctions u; par une (p— 1)" 
fonction 9, on obtient un système de coordonnées de l’espace 
source, dans lequel l'application f dans R’~' de coordonnées 
(U,, U,_», W) s’exprime par les équations : U;= uw, W = h(u,, »); 
h polynome de degré k. On immerge alors l’espace source Re 
dans un espace R" de coordonnées (Uj, w, P, &i_p.1, +++ x), et 
posant : %,_p).i= 0; w = h(u, 9); on pose alors : 


Y=wo— [hu v)de + (as). (P) 
On vérifiera immédiatement que l'application F : 
R"(u;, #, %; a) = RP(U,, W, Y) 


définie par les équations : U; = u, i= 1, 2,... p—2; W=w; 
Y = le polynôme (P) répond aux conditions voulues. On voit 
que le polynôme qui sert à définir Y est alors de degré k + 1; 
en effet, dans le cas de S,(k = 1), il suffit pour définir Y d’une 
forme quadratique. 


LES SINGULARITES DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES 69 


Inexistence (en général) d’une singularité exceptionnelle de 
corang 2 
5 de 


Considérons une application f: R"— R°, n > 5; la variété 
critique S, est de dimension 4; en chaque point xeS,, le plan 
tangent à 5, est appliqué dans R° avec un rang égal à 4; on 
pourrait donc s’attendre à voir la variété 5, présenter des sin- 
oularités exceptionnelles du type 5,(5,), de corang 2, qui 
seraient par suite des points isolés. Pour n = 5, il est évident 
qu'une telle singularité est impossible: en effet, en un point 
générique de S,, le noyau de lapplication f est de dimension 4 
dans l’espace des vecteurs tangents (corang 1); par suite un R° 
ne peut être appliqué par f sur un R°; pour n = 6, ce raison- 
nement ne tient plus. Prenons dans R° un système de coordon- 
nées u, ?, 2, y, Zz, t, tel que les 4 fonctions u, 9, x, y définissent 
une application de rang maximum sur R'; prenons alors dans R’ 
un système de coordonnées (U, V, X, Y, Z) tel que U =u, 
V=v, X = x, Y = y. L'ensemble critique 5S, est alors défini 
par l'équation of = 0 et ÉD: le plan tangent devant 
contenir le noyau de f, on peut supposer que c’est le plan 
u — v — 0; on obtiendra cette situation en posant : 

Z = uz + vt + glu,v,x,y,2,t), où g contient des termes 
du 3 ordre au moins; une représentation paramétrique de 5, 
dans R° est donnée par les 4 variables (x, y, z, t) et les équa- 
tions: ux = Be p — pers Le plan tangent à 5, sera par 

dz ù 
suite, au point (x, y, z, t), défini par la matrice : 


| T Z t 


& 


SS 


Uy 
Vv 


dtorotoy | ddz d 


_ Lintersection de l’image de 5, par l'application 2 fois dérivée 
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avec le cycle de Schubert F, c G? sera donc définie par les équa-_ 


2 rie 2 . 
Que = 282%; elles sont au nombre de trois, © 


tions —j = = + 
dz? bz dt dt z 
au lieu des quatre qui apparaissent normalement. Cola 4 
: it Ph LE fC) ' 
prouve que du fait de la condition d’intégrabilité = = Bas 
dzdt dtdz 


l'intersection de f(S,) avec le cycle F, (ou son prolongé dans un 
fibré tel que H, p. 17) n’est jamais t-réguliére; l'ensemble cri- — 
tique S,(S,) existera, mais sera de dimension 1 au lieu de zéro. 
Dans le cas n > 6, on a, semble-t-il, une conclusion analogue. — 
Nous ne ferons ici qu’attirer l’attention sur ce phénomène, qui. 
mériterait une étude plus poussée. Il souligne en tout cas la 
différence de nature entre les singularités des variétés critiques - 
et les singularités critiques tout court, différence qu’on a. 


” signalée antérieurement. 


ant aie à 


ent 


a 


+ 


CHAPITRE IV 


PROPRIETES GLOBALES DES APPLICATIONS GENERIQUES 


Rappelons qu’une propriété (P) des applications f: R°— Re, 
définie localement en tout point de l’espace source, est dite 
« générique », si l’ensemble des f qui ne présentent pas la pro- 
priété (P) en au moins un point d’un compact K de R" forme 
dans L(R", R’; r) un sous-ensemble fermé rare (fermé sans 
point intérieur). 


Passage du local au global. 


Vv" et M? désignant deux variétés de dimensions respec- 
tives n, p l’espace L(V", M’; r) des applications de classe r de V" 
dans M? est défini, et c’est un espace de Baire. On va montrer 
que, si (P) est générique, l’ensemble des applications f: V"—> M? 
qui, en au moins un point de V", ne présente pas la propriété (P) 
est un ensemble maigre de L(V", M;r). 

Soit K, un compact de v", (D,;) l’ensemble des f qui ne 
présentent pas la propriété (P) en au moins un point de K;. 
On va montrer que D, est rare dans L(V’, M’). En effet : 

i) (Dj) est fermé; car si g appartient au complémentaire 
de (D;), g présente la propriété (P) en tout point de K;; il en va 
de même de toute g assez voisine de g, puisque (P) est géné- 
rique. 

ii) (D,) n’a pas de point intérieur. Soit g un point de (Dj). 
Faisons choix sur V" d’un atlas U,, et sur M? d’un atlas W*, 
tels que l’image par g d’un ouvert U, soit contenue dans un 
ouvert W; de W*. Désignons par (G) un voisinage ouvert de g 
dans L(V, M) assez petit pour que, si fe(G), l'image f(U,) soit 
elle aussi contenue dans W, Il existera par suite une applica- 
tion canonique h de (G) dans L(U,, W,) définie par la restric- 
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tion de l’application à (U,); h est évidemment une application 
ouverte pour la topologie d’espaces de Baire définie sur (G) 
et L(U, W,). Posons K;= U;nK, et désignons par Z; 
l’ensemble des fe(G) qui ne présentent pas (P) en au moins un 
point de K;; Z,; est dans L(U, W,) un ensemble rare. Par 
suite son image réciproque h~'(Z,) dans (G) est également rare 
dans (G); la réunion (pour t variable) des h-"(Zy) dans (G) 
donne évidemment l’intersection (G) n D,. C’est donc dans (G) 
un ensemble maigre, done sans point intérieur, et par suite, 
au voisinage de g, il y a une g’€(G) qui n’appartient pas à (D)). 

Si on recouvre ensuite V" par une infinité au plus dénombrable 
de compacts, on en déduira que l’ensemble des fe L(V", M”), qui, 
en un point de V" ne présentent pas la propriété (P), est 
représenté par Ul, ) done par un ensemble « maigre » (rare, 


si V" est compacte : il n’y a alors qu’un nombre fini de K;). 
Comme application de ce théorème, citons : 


THÉORÈME 4. — Toute fonction numérique réelle sur une 
variété peut étre approchée arbitrairement près (ainsi que ses 
dérivées jusqu’à l’ordre r) par une fonction qui ne présente que 
des points critiques quadratiques non dégénérés. 

Il est clair qu’on pourrait énoncer un théorème analogue 
pour tout système de singularités génériques R" — R?, une fois 
qu’on a obtenu une description exhaustive de ces singularités. 
Par exemple : 


THÉORÈME 5. — Toute application f d’une variété V" sur le 
plan R° peut être approchée par une application g qui ne présente 
qu'une courbe critique de corang au but égal à 1, sans singula- 
rités dans V"; en projection dans R*, la courbe critique présen- 
tera, outre des points de self-intersection, des rebroussements 
ordinaires (images de points critiques exceptionnels). 


Quelques généralités sur les applications génériques. 
Donnons d’abord quelques définitions. 


Ensemble différentiable. — Un ensemble E de R* est dit 
« différentiable de classe r » si, en tout point x de E, il existe un 
voisinage U, de x dans R*, et, dans U, un ideal (à base finie) de 
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fonctions différentiables de classe r, tel que U,nE soit l’en- 
semble des points qui annulent toutes les fonctions de l'idéal. 
On pourra supposer E défini par un «système cohérent d’idéaux» 
relatif à un atlas U; recouvrant E. [En fait, tout ensemble 
fermé est différentiable au sens précédent. Dans ce qui suit, 
on supposera de plus que E est une variété avec singularités : 
les fonctions de base de Vidéal ont des dérivées partielles 
d'ordre fini non nulles en tout point de E.] 


Ensembles différentiablement isotopes. — Deux ensembles 
différentiables E, E’, tous deux définis dans un même ouvert U 
de R*, par des systèmes cohérents d’idéaux, seront dits diffé- 
tentiablement isotopes s’il existe un homéomorphisme h: U—U, 
qui se réduit à l'identité sur la frontière de U, et qui transforme 
le système d’idéaux relatif à E en celui relatif à E’. 


Ensembles localement isotopes. — Deux ensembles différen- 
tiables E, E’ seront dits localement isotopes, si, sur un voisinage 
commun U, il existe un atlas Uj, tel que dans chaque U; les 
intersections En U,, E’n U; soient différentiablement isotopes 
(les homéomorphismes h* de U; ne se réduisant pas nécessaire- 
ment à l’identité sur la frontière de U;). 


Ensembles continuement isotopes. — Soit E un ensemble 
différentiable dépendant continuement d’un paramètre ¢; on 
dira que E reste continuement isotope à lui-même, si, pour toute 
valeur de t, il existe un homéomorphisme h, de U qui trans- 
forme E en E,. Méme définition pour des ensembles localement 
continuement isotopes. A cet égard, on a le théorème : 


Tutorime 6. — Deux ensembles différentiables continue- 
ment localement isotopes sont globalement continuement isotopes. 
Démonstration. — On forme le produit R* x R, où le fac- 


teur R est paramétré par t; dans chaque produit USER 
l’homéomorphisme hi(t) permet de définir en tout point y une © 
direction D,, sur laquelle on peut supposer ¢ de rang maximum; 
on associera à tout point yeU, X R un vecteur Vi(y), non nul en 
tout point de U; x R parallèle à D,. Soit (c{y), yeU) une parti- 
tion de l’unité subordonnée à l’atlas U;; on associe a tout point 
(y, t) le vecteur Z = Xci(y) Vi(y). Le champ de vecteur ainsi 


\ 
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défini est partout de rang 1 sur l’axe des t, et son intégration 
donne un système de trajectoires qui définit l’'homéomorphisme 
global h(t) cherché. On peut d’ailleurs supposer que le complé- 
mentaire de U est recouvert par un élément X de l’atlas, sur 
lequel on prend un champ parallèle à l’axe des ¢. Dans ces 
conditions, l’homéomorphisme A(t) obtenu se réduit à l'identité 


à l'extérieur de U. 


Un lemme fondamental. — Supposons que l’ensemble E 
soit défini comme l’image réciproque d’une sous-variété par 
une application t-régulière de l’espace R* contenant E.E 
est alors elle-même une sous-variété. Si l’on déforme suffisam- 
ment peu l'application f, alors l’ensemble E reste continuement 
isotope à lui-même. 

Il suffit de montrer que E reste localement continuement 
isotope à lui-même; la démonstration a été donnée dans [8] 
(Th. d’isotopie I. 5). Ce résultat se généralise ensuite aux 
ensembles différentiables contenant des points singuliers; il 
suffit de supposer que chacune des variétés de points singuliers 
est elle-même définie comme image réciproque d’une sous- 
variété par une application t-régulière, le plongement d’une 
variété de points singuliers dans une variété singulière a 
laquelle elle adhère étant lui-même défini par une application 
t-régulière. Si ces conditions sont satisfaites, pour une défor- 
mation assez petite de l'application, E reste continuement 
isotope à lui-même. 

On pourra définir comme suit une application f: R°— R? 
générique à la source : f est générique à la source, si chacune des 
variétés critiques de f (critiques simples $,, critiques excep- 
tionnelles et surexceptionnelles) peut être définie comme image 
réciproques d’une sous-variété par une application t-régulière | 
(canoniquement définie par « dérivation » à partir de f). 

On entend par là, par exemple, que les variétés critiques 5, 
sont définies comme images réciproques des cycles de Schubert 
F, par l’application dérivée f, supposée t-régulière sur F,, 
que les variétés exceptionnelles sont elles aussi des images 
réciproques de certains cycles de variétés de drapeaux etc. Il 
faut noter, à ce propos, qu'il y a lieu de tenir compte du phé- 
nomène signalé à la fin du chapitre précédent, à savoir que les 
applications dérivées ne sont pas arbitraires ce qui peut avoir 
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pour effet un abaissement de la codimension du cycle définis- 
sant une variété exceptionnelle. 

Si ces conditions sont satisfaites, toute déformation de 
l'application f, suffisamment petite, définira une isotopie 
continue de l’ensemble 5S des variétés critiques (simples excep- 
tionnelles, surexceptionnelles) dans l’espace source R". 

Considérons maintenant l’ensemble f(S) des valeurs cri- 
tiques; on pourrait penser qu'il résulte du fait précédent que, 
pour toute déformation assez petite de f, l’ensemble f(S) reste 
continuement isotope à lui-même dans l’espace-but R?. Cela 
n’est vrai que pour « presque toutes » les applications. Etant 
donné en effet un ensemble différentiable E — R’*, et une 
application f: E— R", toute f peut être approchée par une 
application « générique au but » g qui jouit de la propriété 
caractéristique suivante; pour toute déformation assez petite 
de g, l’ensemble g(E) reste continuement isotope à lui-même. 
Nous admettrons ce résultat dont la démonstration parait 
difficile sans une analyse préalable des singularités géné- 
riques... Dans le cas de f(S), la situation est encore compliquée 
du fait que les singularités génériques des variétés critiques 
sont d’un type spécial. 

Dans ces conditions, si une application f: V"— M? est géné- 
rique à la source et au but, on peut conjecturer ce qui suit: à 
toute application f” assez voisine de f, on peut associer un homéo- 
morphisme h de V", et un homéomorphisme 7 de M, tels que: 
fih = jf. Les homéomorphismes (non uniques) h et 7 sont 
voisins de l'identité, dépendent continuement de fj -etse 
réduisent à l'identité si f’ tend vers f. Nous allons démontrer 
complètement ce fait dans le cas des applications de V" dans R’ 
(fonctions). 

Une fonction sur V' est générique à la source, si et seulement 
si elle ne présente que des points critiques quadratiques non 
dégénérés. Elle sera de plus générique au but, si les valeurs 
critiques correspondantes sont toutes distinctes et en nombre 
fini. Soient g, les points critiques de f, = f (qi) les valeurs cri- 
tiques correspondantes, supposées toutes distinctes. On suppose 
donnée une déformation f(t) de f (avec approximation sur les 
dérivées d’ordre r > 2) telle que les valeurs critiques f(t, q(t)) 
restent distinctes. On peut considérer cette déformation comme 
une application F de V" x I dans R" X I, F appliquant (V’, ¢) 
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dans (R,t). Dans l’espace R* but de F, les trajectoires des 
valeurs critiques f(t, q; (t)) sont données, et on peut admettre 
qu’elles coupent transversalement les lignes { = constante. 
Comme ces trajectoires demeurent distinctes, on peut définir 
un homéomorphisme h,(R)—> R, tel que h,(qi) = f(t, qi(t)); on 
désignera par G le systéme de trajectoires défini par x — (h(a), t) 
pour t variable. Chaque point critique 4 admet un voisinage 
fixe U, dans V" (U; disjoints), tel que q;(t) reste continuement 
isotope à lui-même dans U;pourt variable ; soit k(t) un homéomor- 


phisme de U= U U, sur lui-même, tel que k(t, q;) = qi(t), et qui se 


réduit à Videntité sur la frontière de U; cet homéomorphisme 
k(t), complété par l'identité a l'extérieur de U, permet de 
définir sur le produit V" X I un système de trajectoires (K), et 
sur chaque trajectoire de (K), la différentielle dt ne s’annule 
pas; désignons par k un vecteur non nul, qui, en chaque point 
de V" x I, est tangent à la courbe (K) passant par ce point, et 
est fonction continue (ainsi que ses dérivées) du point. Soit 
(x, t) un point de V" X ¢, (y, t) son image par F dans R’*; six 
est (x, t) critique pour f(t), la trajectoire de (x, t) qui est une 
(q:(t), t) se projette sur R° suivant une (G); sinon, considérons 
en (a, t) le plan tangent (qui existe nécessairement, F étant 
régulière sur la (G)) à l’image réciproque F~'(G) de la trajec- 
toire (G) issue du point (y, t); soit k’ la projection suivant la 
direction t = constante et orthogonale de k sur ce plan. k’ n’est 
jamais nul, parce que sa projection sur l’axe des ¢ n’est pas 
nulle. L'intégration du champ de vecteurs k’ donne naissance 
à un système de trajectoires (K’) qui va remplacer le système 
(K) initial; mais les trajectoires (K’) se projettent par F sur 
les trajectoires (G); elles définissent par suite un homéomor- 
phisme k’(t) de V" sur elle-même, tel que: f(t)-k'(t) = hef, 


ce qu’il fallait précisément construire. 


Quelques problèmes. —- 1° Démontrer le théorème précédent 
(stabilité des applications génériques) en toute généralité, 
sans avoir à passer par une description des singularités. 

20 Disons qu’un ensemble différentiable E c V" est algébroide, 
s’il est isotope (continuement ou non) à un ensemble E’ défini 
par un système cohérent d’idéaux de fonctions algébriques (de 
R" ou de la variété algébrique V"). Il résulte du théorème précé- 
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| 
dent que l'ensemble des’ variétés critiques d’une application 
générique dans l’espace source, et l’ensemble des valeurs 
Due dans l’espace but sont algébroides car on peut appro- 
/ _ cher f par une application algébrique. Problème : Un ensemble E 
qui est localement algébroide l’est-il globalement? (') 
3° On a vu que si des ensembles différentiables E, E’ sont 
localement continuement isotopes, ils le sont globalement; 
_qu’advient-il de cette affirmation si on laisse tomber l’hypo- 
thèse « continuement »? 


(‘) Dans tous les exemples cités au chapitre 11, une singularité générique surexcep- 
tionnelle d’ordre k admet toujours une représentation algébrique locale ou ne 
figurent que des polynômes de degré (k + 1) au plus. Il y aurait lieu de démontrer 
si c’est là un phénomène général. 
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CHAPITRE V 


PROPRIÉTÉS HOMOLOGIQUES DES VARIÉTÉS CRITIQUES 


La formule du théorème 2 donnant la codimension générique de 
l’ensemble critique S, montre que cette codimension ne dépend 
que de la différence (n — p) des espaces source et but, le corangr 
étant fixé; il en résulte que toute singularité critique simple 
d’une application R"— R? donne naissance, par multiplication 
topologique de la source et du but par un facteur R, à une: 
singularité simple d’une application R"*'— R?’™, qu’on pour- 
rait appeler la singularité « suspendue » de la singularité initiale. 
On démontrera facilement que la suspendue d’une singularité 
générique est encore une singularité générique; et la dimension 
de l’ensemble critique pour la singularité suspendue est égale 
à celle de l’ensemble critique de la singularité initiale, 
augmentée d’une unité. Ces considérations se généralisent aux 
singularités critiques exceptionnelles et surexceptionnelles, 
bien qu'ici la démonstration soit plus longue à expliciter. 
Bien entendu, toutes les singularités génériques des applica- 
tions R"*'— R?°*' ne sont pas des suspendues; il est aisé de voir 
la condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi: 
une application f: R"*'—R?*", telle que f(0) = 0, est, en 0, 
une suspendue, si, et seulement si l’ensemble critique de dimen- 
sion minimum associé à la singularité est de dimension > 1. 
Nous entendons par là, que si l’on forme au voisinage de O la 
suite des variétés critiques simples, exceptionnelles, surexcep- 
tionnelles, la variété de dimension la plus petite est de dimen- 
sion 1; dans ces conditions on peut trouver au voisinage de V 
une fonction ¢ qui est de rang maximum en tout point sur 
chacune des variétés critiques; ceci entraîne que les ensembles 
critiques définis par intersection des variétés critiques par les 
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hypersurfaces t = constante, sont, pour t variable, « continue- 
ment isotopes», ce qui montre que l’application f est suspendue 
d’une application g, restriction de f à ’ hypersurface t= cons- 
tante. Il en résulte que, si une singularité d’une application 
f: R™~'—R’*' n'est pas la suspendue d’une application de R" 
dans R’, l’ensemble critique de dimension minimum de f est 
de dimension 0, donc se réduit à l’origine O. 


Invariance par homotopie des cycles critiques. 


Soient f, g deux applications d’une même variété V" dans 
une variété M?; supposons f, g homotopes et génériques. On 
peut alors trouver une application F, générique, de V" x I 
dans M? x I, telle que F(V, t) soit dans (M, t) et que f= F}(V, 0) 
g— F|(V, 1); on peut de plus supposer que F coincide avec f, 
resp. g pour les valeurs det voisines de 0, resp. 1. Formons, 
dans ces conditions, les ensembles critiques de l’application F; 
par exemple, l’ensemble S, de F est une « pseudo-variété » à 
bord, dont le bord est constitué des ensembles critiques S, 
de f et g; ces bords sont eux-mêmes des pseudo-variétés, donc 
des cycles mod. 2. Il peut éventuellement se produire qu’un 
S. de F n’ait pas de représentant dans V, 0 et V, 1; c’est 
qu’alors la singularité correspondante n’est pas une suspendue, 
et par suite, les points singuliers correspondants sont des 
points isolés; les voisinages locaux de ces points dans les 
ensembles S; de F pour 7 <r sont toujours cycliques (ce sont 
des cônes quadratiques), de telle sorte que l'existence de ces 
points n’empéche pas d’aflirmer que tout S; est un cycle molulo 
ses bords dans V, 0 et V, 1. Ceci permet d'affirmer : 


Tuéorème 7. — Les pseudo-variétés critiques 5, de corang r 
de deux applications f, g homotopes de V" dans M? définissent 
des cycles mod. 2 qui sont homologues. 


Remarour. — Dans certains cas, on peut substituer 


a Vhomologie mod. 2 Vhomologie a coefficients entiers : 


ce sera notamment le cas des cycles critiques duaux des 
classes caractéristiques de Pontrjagin, dans une variété orien- 


table. 


80 R. THOM 


Il est visible que le résultat précédent s’étend aux variétés 
critiques exceptionnelles et surexceptionnelles; néanmoins, 
on se heurte ici à la difficulté suivante: on ne connaît pas le 
voisinage des points singuliers isolés de l'application F dans 
les ensembles critiques exceptionnels; il ne fait guère de doute, 
cependant, qu'ils soient tous à voisinages cycliques. La démons- 
tration pourra être conduite explicitement dans le cas des 
singularités exceptionnelles de corang un pour les petites 
dimensions, pour lesquelles il n’y a pas ce singularités excep- 
tionnelles de corang > 2, soit p < 4. 

Supposons que l’ensemble critique 5, existe (tant pour f, g 
que pour F) et que, pour ces 3 applications, l’ensemble critique 
S,., ait une dimension générique strictement négative. Dans 
ces conditions, S, est dans V" X I une sous-variété à bord 
admettant pour bord les ensembles S, de f et g. On voit donc, 
en ce cas, que les cycles critiques peuvent être réalisés par de 
vraies sous-variétés, et que ces sous-variétés sont L-équiva- 
lentes au sens de [8] (done cobordantes). 


Un cas particulier important. — L’espace-but est un espace 
euclidien R*. Supposons donnée une application f d’une variété 
compacte V" dans un espace euclidien R*. Les classes d’homo- 
logie des ensembles critiques de cette application ne dépendent 
pas de l'application f, puisque toutes les applications de V" 
dans R* sont homotopes. 

On peut supposer V" plongée régulièrement dans un espace 
R**™, de telle façon que l’application f soit donnée par projec- 
tion de R**™ sur le k-plan R* des À premières coordonnées. 
Dans ces conditions les ensembles critiques 5, sont les images 
réciproques par f des cycles de Schubert F, de la grassman- 
nienne G™**—", Les classes d’homologie des cycles S, peuvent 
donc étre calculées; rappelons que: | 

19 La classe de cohomologie duale à S, dans une application 
de V" dans R’, p< n, est la classe de Stiefel-Whitney W'?*", 

20 La classe de cohomologie (entière) duale de S, dans une 
application V" > R"%* est la classe de Pontrjagin P™ (réduite 
mod 2 (W**)’). 

A propos de la propriété 1, il est intéressant de remarquer 
que, pour une application g: V"—R"**, l’ensemble critique 
de corang à la 1 source (qui a même dimension que l’ensemble 
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critique de corang au but 1 pour une application de V"dans R” “) 


a pour classe d’homologie la classe duale a la classe W,., dans 
les notations de Whitney. 


COROLLAIRE. — Un théorème d’invariance pour les classes 
caractéristiques. 

Soient données deux variétés V, V’ de même dimension n, 
dont on suppose ce qui sut: 1° V et V’ ont même type 
d’homotopie. 2° Il existe une variété à bord Q admettant pour 
bord V et V’, qui a méme type d’homotopie que le produit 
V x I (ou encore: dont V et V’ sont des rétractes). Dans ces 
conditions l’application de Q dans un espace euclidien de la 
forme R* x I (V étant appliqué dans R*, O et V’ dans R* x 1) 
permet d’affirmer : 

V et V’ ont des classes caractéristiques (de Stiefel-Whitney 
et Pontrjagin) qui se correspondent dans l’isomorphisme des 
types d’homotopie. 

Ce résultat, bien entendu; n’apprend rien pour les classes de 
Stiefel-Whitney, dont on sait qu’elles sont déterminées par le 
type d’homologie de V"; mais, le résultat est assez intéressant 
pour les classes de Pontrjagin. On sait en effet qu'il existe des 
variétés de même type d’homotopie, mais dont les classes de 
Pontrjagin ne se correspondent pas. (Ce sont des espaces 
fibrés en sphères S* sur S‘ comme base; cf [2].) 


Classe d’homologie du cycle critique d’une application f: V'—M. 


Soit S, l’ensemble critique de corang au but >1 d’une appli- 
cation f de V" dans M’(p <n). Sur le complémentaire de Say 
est de rang maximum, et par suite l’espace des vecteurs tan- 
gents à V, se décompose en tout point de vr — S, en une 
somme directe de deux espaces vectoriels : le noyau HSE 
l'application prolongée f, et un sous-espace transverse Re 
appliquée par f sur l’espace tangent des vecteurs au but isomor- 
phiquement; il en résulte qu’on peut écrire, sur V" — Sie la 
relation de multiplication entre «polynômes de Stiefel-Whitney » 


{ qui exprime que l’espace des vecteurs tangents en tout point 


de V'—$, est joint (au sens de Whitney) des deux espaces 


6 
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fibrés précédents; comme l’espace fibré de fibre R? n’est autre 
que l’espace fibré induit de l’espace des vecteurs tangents à la 
variété-but par l'application, on en déduit que l’image (par 
injection sur V"—5,) du polynôme de Stiefel-Whitney “Wit 
de V" est « divisible » sur V*—S, par le polynôme Xf*(U;)#, 
image par f du polynôme de Stiefel- Whitney DU} de M. Or, 
si l’on effectue formellement la division (suivant les puissances 
croissantes) de 2W4' par f*(LU;#), et qu’on arrête la division au 
terme en {"? du quotient, on obtient en général un polynôme 
reste, de la forme Lt"~?*'c,_p+i LE LE Th 

Il en résulte que toutes les classes ¢,_p.i, i=1,... p, doivent 
avoir une image nulle dans V"— 5,; en particulier, comme 5, 
est de dimension p — 1, une seule classe de cohomologie est 
annulée dans l’homomorphisme d’injection 


HP +! (V") PP à La doi (v" PRE, 


à savoir la classe duale, par la dualité de Poincaré-Veblen, au 
cycle fondamental de H?-“(S,). On a donc le théorème : 


Tuéorème 8. — Pour toute application f d’une variété V" 
dans une variété M°, (nS p) la classe d’homologie du cycle des 
points critiques de corang au but 1 est duale du coefficient du 
terme de degré n — p + 1 qui figure dans le reste de la division 
du polynôme de Stiefel-Whitney de V" par l’image par f” du poly- 
nôme de Stiefel-Whithey de M. 

On remarquera que toutes les classes c,_,,; ont des images 
nulles dans le complémentaire de S,; on peut interpréter ce 
résultat comme suit: les classes d’homologie duales aux c,_,.i 
ont des cycles représentatifs dont le support est contenu 
dans S,. 

Pour la détermination des ensembles critiques 5, de f de 
corang r > 1, je ne connais pas de procédé pratique. On peut 
signaler le procédé théorique que voici: on forme le produit 
P = V" x MP, et, dans P, le graphe G(f) de l'application f; P est 
la base d’un fibré H dont la fibre est la grassmannienne Gf des 

-plans issus du point donné x de P; dans chaque fibre on a un 
cycle de Schubert F,(x) et la réunion de tous les F,(x), lorsque x 
décrit P forme un cycle Z; par ailleurs, si l’on associe à tout 
point æeG(f) le n-plan tangent à G(f) en x, on définit une 
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section canonique G‘(f) de H au-dessus de G(f). On est ramené 
alors à former Vintersection des cycles Z et G/(f) dans H. 
Projetée sur G(f), elle donnera l’ensemble critique 5,. La 
difficulté essentielle réside ici dans la détermination de la 
classe d’homologie de Z, difficulté qui ne semble nullement 
insurmontable d’ailleurs. 


Classes d’homologie des cycles critiques exceptionnels. 


Étant donnée une application f: V"—R?’, où p<n, l’en- 
semble critique S, est une pseudo-variété de dimension p — 1; 
sur S, on a une variété critique exceptionnelle X,, de corang a 
la source égal à 1. On se propose de déterminer la classe d’ho- 
mologie mod 2 de X, dans V’, classe indépendante de (f), comme 
on l’a vu plus haut. 

Traitons d’abord le cas p = 2, relativement plus simple; on 
sait qu’alors la variété critique 5, est une courbe, dont l’image 
dans le plan R* (contour apparent de la variété) présente un 
certain nombre de points de rebroussements ordinaires, images 
des points critiques exceptionnels. 

Soit g le nombre de ces points. On supposera la variété 
compacte de dimension n, et plongée dans un espace euclidien 
R? x R®, l'application f étant la projection sur le plan R° des 
deux premières coordonnées (x, y). 

Soit F, le cycle de Schubert de Gi** formé des n-plans qui 
se projettent sur R* suivant un R'; en associant a tout élément y 
de F, sa projection dans R’, on définit une application cano- 
nique G de F, dans la grassmannienne G; des droites non 
orientées du plan; comme S, est l’image réciproque de l’inter- 
section par F, de l’image de V" par l'application dérivée, on 
peut considérer que 5, est plongée dans F,. Or 5,, étant une 
réunion de cercles, peut étre muni d’une orientation, d’ailleurs 
arbitraire. Associons à chaque point du contour apparent F(S,) 
sa tangente orientée; on définit ainsi une application h de S, 
dans la grassmannienne Gi des droites orientées du plan; cette 
application est continue en tout point de Si sauf aux q points 
critiques exceptionnels, ou elle est discontinue (elle passe de la 
droite orientée a la droite orientée en sens inverse). Comme 
toute application continue d’un cercle dans G' a, par identifi- 
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cation, un degré pair sur Gj, on en déduit que le degré de l’ap- 
plication h: S, > G; est de degré congru à q modulo 2. 

Or il est aisé de calculer le degré de l'application h; il suffit 
(calculant mod 2) de compter le nombre des points où le contour 
apparent F(S,) admet une tangente parallèle à une direction 
donnée, par exemple la direction, y — 0. Il revient alors au 
même de compter le nombre des points critiques de la fonction y 
sur V", nombre égal mod 2 à la caractéristique d’Euler 4 (V”) 


(ou encore, au nombre de Stiefel-Whitney W,(V")). 


Nous avons par suite démontré : 


Tuéorème 9. — Le nombre des points de rebroussements pré- 
sentés génériquement par le contour apparent dune variété V 
compacte en projection sur un plan de coordonnées est congru 
mod 2 à la caractéristique d’ Euler de V. 

Nous avons utilisé, en passant, la propriété suivante, peut- 
être connue? Si un système de courbes fermées dans le plan, ne 
présente comme singularités que des self-intersections et des 
rebroussements, sa classe (nombre des tangentes issues d’un point 
donné) est congrue mod 2 au nombre des rebroussements. Forme 
réelle assez curieuse du théorème de Plücker. 

Revenons maintenant au cas général d’une application f 
de V" dans R?, supposée obtenue par projection de V* plongée 
dans un R°**. L'ensemble critique S, sera, ici encore, considéré 
comme plongé dans le cycle de Schubert F, (supposé réduit à 
ses seuls points ordinaires). 

On supposera pour simplifier que S, n’a pas de points de 
corang > 1, de sorte que c’est une vraie sous-variété de dimen- 
sion p— 1, duale à la classe de Stiefel-Whitney W"?”’. Ici 
encore, on a une application canonique de F, sur la grassman- 
nienne Gi,_, des (p —1)-plans non orientés, c’est-à-dire, espace 
projectif PR(p— 1); soit h: S,>G)_,, l'application induite 
sur la variété critique, considérée comme plongée dans F,. On 
va déterminer l’obstruction au relèvement de l’application À 
en une application h’ de S, dans la grassmannienne de dimen- 


sion Gi_, des (p —1)-plans orientés. Soit Z, dans 5, le cycle de 
dimension p— 2 dual à la classe W, de la structure tangente à la 
variété S, : ceci veut dire que le complémentaire S, — Z, est une 
(p—1)-variété orientable. Soit par ailleurs X, la variété critique 
exceptionnelle de S,; sur S, — X,, le plongement dans R* est de 


— aa = tae — “anes 


= 
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rang maximum; il en résulte que sur le complémentaire 


S, — X, — Z,, on peut associer à tout point de l’image [(5,) 
son (p—1)-plan tangent orienté: donc, sur S,— X,— 4, 


l'application À est projection d’une application hf’ dans la 
grassmannienne des (p—1) plans orientés; sur X, + Z, 
l'application h’ se prolonge en « sautant d’un feuillet sur 
l’autre », c’est-à-dire en renversant l’orientation du (p — 1) 
plan lorsqu’on traverse le (p — 2)-cycle X, + Z,. Il en résulte 
que l’obstruction à l’existence d’une application h’ est donnée 
par la classe de cohomologie duale du cycle X, + 4, soit 
W,(S) + D, en désignant par D la classe duale au cycle critique 
exceptionnel X,. Or, on peut calculer aisément cette obstruc- 
tion: soit u la classe caractéristique du revêtement à deux 
feuillets G}, ~ G},; l’obstruction au relèvement de l’applica- 
tion h dans Gi_, est h*(u) = W,(S,) + D. Or u est dans 
Gi_, = PR(p—1) la classe duale à Vhyperplan linéaire 
PR(p—2); on est donc ramené à considérer dans Ge 
l’ensemble des (p —1)-plans contenant une direction fixe (A); 
soit (J), dans la grassmannienne initiale GY, l’ensemble des 
n-plans qui se projettent sur R? suivant un (p—1)-plan 
contenant (A); si H, désigne, dans R?, l’hyperplan ortho- 
gonal à (A), J peut être défini comme l’ensemble des n-plans 
de G® dont la projection sur H, est un (p—2)-plan. J est par 
suite un cycle de Schubert (F,) de Gy, et sa classe de cohomo- 
logie duale est la classe de Stiefel-Whitney W,_,,:+ Soit 
alors (T) un voisinage tubulaire de (S,) dans V”, 


gf He!" #(8) ~ H°-#(V) 


1 


Yisomorphisme (¢*) attaché (définition et notation de [7]); le 
cycle JnS, admet pour classe duale dans (S,) l’obstruction 
h*(u), et pour duale dans T la classe W,_,,:; done 
W,_p-2 = ¢ (A(4)) = o*(W,(S,) + D); 

soit i: S,— V" l'injection de S, dans V", Wy la classe de 
Stiefel-Whitney de dimension 1 de l’espace fibré des vecteurs 
normaux a S, dans V". La formule de dualité de Whitney 
donne : W,(S,) = i*(W,) + Wi. Or les formules (8) et (32) de [7] 
donnent respectivement : o*(i*(W,)) = Wie (L) = Wi We puget 
o*(W,) = Sq'¢*(L)= SNS pun =W, Nes +(n—p +s 2)W,_p+2) 
d’après la formule de Wu [12]. 
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Reste finalement : ¢*(D) = (n—p + 1) Wap+2 Donc : 


Tutorime 10. — La classe d’homologie mod 2 du cycle cri- 
tique exceptionnel X, est nulle dans S,, st la codimension 
(n— p + 1) deS, dans V'est paire; si (n— p + 1) est impaire, la 
classe X, est duale de la classe de Stiefel-Whitney W,,_p+2 dans V". 


Remarque. — Si les variétés critiques S, et X, présentent des 
singularités de corang > 4, la démonstration précédente est 
encore valable, en considérant les homologies relatives de 5S, 
et X, modulo les ensembles singuliers, ce qui ne change en rien 
la classe fondamentale de X,. 

La nullité mod 2 du cycle X, dans le cas où la codimension 
(n— p + 1) est paire se démontre d’ailleurs æ facilement grâce 
à la notion d’indice transverse d’une singularité de corang 1; 
on sait que lorsqu'on franchit le cycle X, dans S, l'indice 
transverse de la singularité varie d’une unité; il faut d’ailleurs 
remarquer que, X, n'étant pas en général à voisinage orientable 
dans S,, il n’y a pas lieu de distinguer, si la codimension est c, 
l'indice q de l’indice c — q. Or, si c est paire, même apres iden- 
tification des indices complémentaires, tout changement d’une 
unité de l’indice conduit à un changement de classe pour l’in- 
dice (un indice ne pouvant étre transformé en son complémen- 
taire). Si l’on considère par suite un lacet L dans 5,, le nombre 
total de changements d'indices, donc de points critiques 
exceptionnels sur L est nécessairement pair, puisque l'indice 
final doit coincider avec l'indice initial ou son complémentaire. 
D'où résulte que X est homologue à 0 mod 2 dans S,. Si la 
codimension c est impaire c = 2k + 1, les deux indices (k, k + 1) 
et (k + 1, k) sont à identifier, de sorte que le nombre des 
points exceptionnels sur L peut étre impair. On peut affirmer 
de plus : 

Si la classe de Stiefel-Whitney W,_,., d’une variété V" est non 
nulle, et si n — p est paire, la variété critique d’une application 
de V" dans R? présente toujours des points d'indice (n — p)/2. 

Car le changement d’indice de (n — p)/2 à son complémen- 
taire doit se présenter au moins une fois sur tout lacet L dont 
le nombre d’intersection avec X dans 5, est égal à 1. 

On pourrait pousser l’étude plus loin, et étudier notamment 
Vhomologie des cycles critiques surexceptionnels; signalons en 
passant ce résultat : 
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; Tutorime 11. — Le nombre des points critiques surexcep- 
tionnels présentés génériquement par une application d’une variété 
V° compacte de dimension 3 dans l’espace R' est pair. 

Ceci résulte immédiatement du fait que toute variété V° de 
dimension 3 est le bord d’une variété à bord Q*‘ de dimension 4; 
les points critiques surexceptionnels dans V' sont alors le bord 
d'une courbe critique surexceptionnelle pour un prolongement 
de fa Q°. 

Il ne fait guère de doute, en conclusion, que l’étude des pro- 
priétés locales ou globales des singularités des applications 
différentiables ouvre à la recherche un domaine d’une extrême 
richesse; à tel point qu'il sera peut-être nécessaire d’attendre 
quelque peu pour y distinguer les problèmes et les méthodes 
qui peuvent être intéressants pour les disciplines voisines, 
Géométrie Différentielle et Géométrie Algébrique notamment. 
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SUR LA THEORIE GENERALE DES SYSTEMES DYNAMIQUES 


par G. REEB (!). 


INTRODUCTION 


1. La théorie générale des systèmes dynamiques. 


G. D. Birkmorr [4] a défini un système dynamique (5. D.) 
comme le couple (V,, E) d’une variété V, à n dimensions (indéfi- 
niment différentiable) et d’un champ de vecteurs E (également 
indéfiniment différentiable) sur V,. Ce même auteur, précisant 
des idées de H. Porncaré, a jeté les bases d’une théorie topo- 
logique des trajectoires d’un S. D. La théorie générale des 
systèmes dynamiques concerne le chapitre, maintenant clas- 
sique, de ces études qui gravite autour des notions familières 
suivantes: ensemble invariant, points limites, récurrence, 
ensemble minimal, stabilité au sens de Poisson, ensemble indé- 
composable, mouvement errant, mouvement central, incompres- 
sibilité, transivité etc... G. D. Brrkuorr reconnut la possibilité 
d’élargir considérablement la notion de S. D. tout en conservant 
la grande majorité des énoncés intéressants. Cette extension 
met en évidence le groupe de transformations topologiques 
de V, en V, défini par le flot associé a (V,, E), du moins si V, 
est compact. De nombreux auteurs et écoles ont approfondi 
et élargi les conceptions de G. D. Brrkaorr; la théorie des 
« systèmes dynamiques généraux » [5, 7, 8] en est issue; cette 
théorie utilise abondamment la théorie des groupes de trans- 
formations topologiques. 


(1) Cet article a eté préparé lors d’un séjour à l’Institute for Advanced 
Study, Princeton. 
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Cependant la notion de famille réguliére de chemins de 
H. Warrney [10] et la notion de variété feuilletée [9] méritent 
également d’étre considérées comme des généralisations de la 
notion de S. D. Or les chemins ou feuilles d’une telle structure 
ne sont pas forcément les trajectoires d’un groupe de transfor- 
mations topologiques. D’où Putilité d’une autre généralisation 
de la notion de S. D. qui engloberait les familles réguliéres de 
chemins et les structures feuilletées, et qui ferait jouer un 
rôle important à la relation d'équivalence ¢ dont les classes 
sont les trajectoires du système. 


2. Objet du présent article. 


L'objet de notre article est précisément l’étude d’une géné- 
ralisation des S. D. qui: 

(i) appartienne au cadre de la topologie générale et 

(ii) soit une structure locale [3, 4]. 

On remarquera que la notion de « système dynamique 
général » rappelée plus haut, n’est pas une structure locale 
alors que la structure de S. D. est locale. L’utilité de la condition 
(ii) est soulignée par la remarque suivante: les définitions 
classiques des « systèmes dynamiques généraux » font inter- 
venir d'emblée un ou plusieurs modèles globaux pour les 
trajectoires, alors qu’il semble plus naturel de reconstruire 
ces trajectoires à partir de données locales [91. 

Il est assez curieux que la seule donnée d’une relation d’équi- 
valence p sur un espace topologique E (structure [E, ¢]) 
permet de définir un grand nombre de notions de la théorie 
classique : trajectoire, ensemble invariant, ensemble minimal, 
ensemble indécomposable, mouvements centraux, trajectoires 
propres et impropres, (cette dernière notion est voisine de la 
notion de stabilité au sens de Poisson) et permet également de 
démontrer quelques propriétés très élémentaires. Si de plus la 
relation d'équivalence » est ouverte (structures (E, p)) les 
énoncés prolifèrent : dans ce cadre très général on peut démon- 
trer un résultat classique assez important relatif aux relations 
entre ensembles indécomposables et trajectoires impropres [6a]. 
À cet effet nous avons consacré le premier chapitre à ces struc- 


tures (E, p). 


SUR LA THÉORIE GENERALE DES SYSTÈMES DYNAMIQUES 91 


Cependant la notion de structure (E, p) est trop générale à 
certains égards. En effet des notions telles que la récurrence 
(définie à partir de considérations métriques), la stabilité 
complète au sens de Poisson, ne peuvent pas être énoncées dans 
ce cadre; de même on n’a pas la notion d’une structure topolo- 
gique interne de la trajectoire, distincte éventuellement de la 
topologie induite par l’espace ambiant; enfin une telle struc- 
ture n’est pas locale. Dans le chapitre 2. on définit la notion de 
S. D. G. qui particularise les structures (E, 9) et qui possède 
les propriétés que nous venons de mentionner. Cette notion est 
d’ailleurs assez exactement calquée sur la notion, moins géné- 
rale, de variété feuilletée [4, 9]. Il est d’ailleurs possible d'étendre 
aux S. D. G. les théorèmes de stabilité [9] valables pour les 
variétés feuilletées; mais ceci dépasse notre but actuel. 


On verra que le chapitre 2. reproduit un assez grand nombre 
de résultats familiers: Propriété du recollement des morceaux 
(2. 4. proposition 3.), relations entre la topologie interne des 
trajectoires et la topologie de l’espace de définition (2. 2. propo- 
sitions 4. 5. 6. 7. et lemme 1.) et (2. 3. propositions 1. 2.), 
équivalence de deux définitions de la récurrence (2. 4. proposi- 
tion 1.) et de la stabilité au sens de Poisson (2. 4. proposition 2.), 
équivalence entre la notion de trajectoire propre et de trajectoire 
complètement propre dans les espaces compacts (2. 3. proposi- 
tion 3.), propriétés de l’ensemble limute d’une trajectoire selon 
un « bout » (2.5. propositions 1. 2. 3.), équivalence entre la 
notion de trajectoire errante et de trajectoire complètement instable 
(2. 6. proposition 2.). 

Il est assez aisé de construire des exemples de S. D. G. qui 
présentent certaines particularités, alors que ces mêmes pro- 
priétés sont difficiles à mettre en évidence sur des structures 
plus précises. Par divers exemples on peut donc montrer les 
limites de certains modes de raisonnement et mettre en évi- 
dence le rôle de la droite numérique (ou d’un groupe de trans- 
formations) dans certains résultats classiques. Ces divers 


exemples sont réunis au chapitre 3. 


Il est à peine utile d’ajouter que ce travail ne contient 
aucune démonstration vraiment neuve; les raisonnements sont 
faits à l’image des raisonnements classiques de Birkhoff et de 
ses successeurs. Il a paru inutile de multiplier les références à 
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ce sujet. Notre seul effort a porté sur cette tentative de généra- 
lisation: dégager de l’ensemble des résultats acquis dans la 
théorie générale des systemes dynamiques, ceux qui relévent 
uniquement de la topologie générale. 


3. Bibliographie. 


On trouvera à la fin de cet article une bibliographie très 
sommaire mais qui permet, grâce aux références de [2, 5, 7, 8] 
et aux commentaires de [7], de remonter aux diverses sources. 


1. SUR LES RELATIONS D’EQUIVALENCE OUVERTES 


1. 1. Relations d’équivalence (systèmes [E, p])- 


Dérinrrion 1. — Le symbole [E, p] désigne le couple d’un 
espace topologique E et d’une relation d'équivalence p sur E. 

Il paraît inutile de donner un nom aux structures [E, p] et 
autres structures introduites dans ce premier chapitre. En nous 
laissant guider par les théories classiques rappelées dans l’in- 
troduction, il est naturel de poser les définitions suivantes : 


Dérinrrion 2. — Une trajectoire de [E, p] est une classe 
d'équivalence de 9 dans E. (Une trajectoire y de E sera munie 
de la topologie induite.) 


Dérintrion 3. — Un point x de la trajectoire y de [E, p] est 
appelé un point propre ou impropre selon que x est un point inté- 
rieur ou un point frontière de y relativement à l’adhérence ¥ de y. 


Dérrnition 4. — Une trajectoire y de [E, 9] est dite propre 
si tous ses points sont propres; elle est dite impropre si elle 
contient au moins un point impropre. Enfin si tous les points 
de y sont impropres, la trajectoire est complètement impropre. 


: DEFINITION 5. — Un ensemble Ac E est appelé un ensemble 
invariant de [E, p] si: (i) A+ ¢ et (ii) A est saturé pour la 
relation d'équivalence p. 


Dérinition 6. — Un ensemble minimal de [E, p] est un 
ensemble Ac E vérifiant les propriétés suivantes : (i) A est fermé 
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(ii) A est invariant et (in) la proposition: «Bc À et B est un 
ensemble fermé et invariant » implique : (B = A». 


Dérinition 7. — Un ensemble indécomposable de [E, p] est 
un ensemble AcE, vérifiant les propriétés suivantes: (1) A est 
fermé, (ii) A est invariant, (iii) la proposition « B et C sont deux 
ensembles fermés et invariants de [E, op] et Bu C = A » implique 


«B=AouC=A>». 


Dérinrrion 8. — Une trajectoire y de [E, p] est dite localement 
partout dense s’il existe un ouvert invariant de [E, pe] dans 
lequel y est partout dense. 


Dérinition 9. — Un ouvert invariant O de [E, 9] est dit 
instable, si (i) l’espace quotient O/o(Q) est un espace topologique 
localement séparé et (ii) O ne contient aucune trajectoire compacte. 
Une trajectoire y de [E, 9] est dite complètement instable st y est 
contenue dans un ouvert invariant instable. 

Il est inutile d’espérer, sans nouvelles hypotheses sur p, 
des propriétés intéressantes. Cependant les propositions sui- 
vantes apparaissent. 


Proposition 1. — Un ensemble minimal est également un 
ensemble indécomposable. 


Proposition 2. — Si A estun ensemble invariant et compact 
de [E, e] alors A contient un ensemble minimal. 

En effet la famille § des sous-ensembles F de A qui sont (1) 
fermés et (ii) invariants, est ordonnée par la relation d’inclu- 
sion; cet ensemble ordonné est inductif; un élément minimal 
de & est précisément un ensemble minimal. 


Proposition 3. — Une trajectoire Y de [E, p] localement par- 
tout dense est impropre sauf si y est un ouvert de E. 


Proposition 4. — St l'espace E est compact, le complémen- 
taire W(E), dans E, de la réunion de toutes les trajectoires comple- 
tement instables est un ensemble invariant compact. 

En effet il suffit de montrer que W(E) n’est pas vide. Mais 
si W(E) = # l’espace quotient E/p est un espace séparé; donc 
les trajectoires de E seraient fermées (et par conséquent 
compactes), d'où une contradiction. 
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Dérinrrion 10. — Si A est un ensemble invariant de [E, ¢] 
et si o’ est la restriction de p à A, on dira que [A, ¢] est la struc- 
ture induite par [E, e] dans A. On écrira indifféremment [A, p] 


ou [A, po]. 


Dérinrrion 11. — On désigne par W (E) le complémentaire, 
dans E, de la réunion de toutes les trajectoires complétement 
instables de [E, e]. Si Wa(E) 9% pour un ordinal « donné, on 
pose W, (E) = W(W.(E)) oa’ estle suivant de «; W,(E) = W(E) 
et W,(E) = W (1 W.(E), si W.(E) #9 pour a < B. 

a < ÿ 


Proposition 5. — Soit un système [E, p], où E est compact. 
La définition 14. définit W,(E) pour tout ordinal « et W,(E) 9. 
Il existe un ordinal B tel que: W,(E)— Wg(E) pour B> «a. 
On pose Wa(E) = W. 


Dérinrrion 12. — L'ensemble invariant compact W défini 
dans la proposition 5. est appelé le noyau (ou le centre) de[E, p]. 

On peut également définir le noyau de [E, o] même si E n’est 
pas compact. Le noyau peut, dans ce cas, être vide. 


Proposition 6. — Si E est compact, le noyau de [E, p] 
contient les ensembles minimaux de [E, p]. 


Dérinition 13. — Un ensemble indécomposable A dun 
système [E, e] est dit spécial, si À n’est pas minimal et s’il existe 
une trajectoire y qui est un ouvert de A (Cette trajectoure est donc 
propre). 


Proposition 7. — Si E est compact, le noyau de [E, bp] 
contient les ensembles indécomposables À de E qui ne sont pas 
spéciaux. 

En effet soit À un ensemble indécomposable non spécial, et 
soit O un ouvert invariant instable de A. Le quotient O/9(O) 
est séparé et contient au moins deux points (sinon A serait 
spécial). On peut trouver dans O/p(0) deux ouverts disjoints 
et non vides, dont les images inverses dans O sont donc deux 
ouverts O et O’ disjoints. Les complémentaires de O et O’ dans 
A formeraient une décomposition de A. D’où une contradic- 
tion, qui établit la proposition 7. On remarquera que le méme 
raisonnement prouve : 
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Proposition 8. — Su A est un ensemble indécomposable 
spécial, ul n'existe qu'une trajectoire y qui soit un ouvert de A. 
Cette trajectoire sera appelée la trajectoire spéciale de A. 

Dans le prochain paragraphe on supposera que la relation 
d'équivalence 0 est ouverte. Ceci permettra de démontrer 
quelques propriétés plus intéressantes. 


1. 2. Relations d’équivalence ouvertes ; (systèmes (E, p)). 


Dérinition 1. — Le symbole (E, 9) désigne un couple [E, ¢] 
où p est une relation d'équivalence ouverte. 
Les trois propositions suivantes sont évidentes : 


Proposition 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour 
que dans (E, e) la relation d’équivalence 9 soit ouverte est: 
l’adhérence A de l'ensemble invariant A est également un ensemble 
invariant. 


Proposition 2. — Dans un système (E, p) la frontière dun 
ensemble invariant est un ensemble invariant ou un ensemble 


vide. 


Proposition 3. — Si A est un ensemble invariant de (E. 9), 
la structure induite [A, p] est une structure (A, p) (ch ts 
définition 10). 

Il en résulte : 


Proposition 4. — Une trajectoire impropre (cf. 1. 1. défini- 
tion 4.) d’un système (E, ¢) est complètement impropre. 

On peut préciser maintenant certains résultats du para- 
graphe précédent. 


Proposition 5. — Soit À un ensemble invariant de (E, bp) 


dont l’adhérence A, dans E, est compacte; dans ces conditions À 
contient un ensemble minimal. En particulier st E est compact, 
_ toute trajectoire y de (E, ¢) contient un ensemble minimal dans 


_ son adhérence. 


| Prorosrrion 6. — Si A est un ensemble minimal de (E, bp), 
| toute trajectoire y contenue dans A est partout dense dans À. 


96 G. REEB 


Proposition 7. — Un ensemble invariant minimal et compact 
A de (E, 9) qui ne contient pas de trajectoire impropre, se réduit 
à une trajectoire compacte. 

En effet si À contient une trajectoire compacte Y, alors À se 
réduit à y. Mais si y est une trajectoire non compacte située 
dans A, alors ÿ—y (où ¥ = adhérence de y) n’est pas vide; or 
y— y est fermé (puisque y est propre) et invariant; donc À 
n’est pas minimal; la proposition 7. en résulte. Les propositions 
4. et 7. impliquent : 


Proposition 8. — Si A est un ensemble invariant compact 
de (E, 9) et si toutes les trajectoires situées dans À sont propres, 


alors À contient au moins une trajectoire compacte. 


Proposition 9. — Soient y et y deux trajectoires propres 
de (E, e). Si y appartient à l’adhérence y de y et si y’ appartient 
à l’adhérence Y de y, alors y = Y! (En d’autres termes, pour les 
trajectoires propres, la relation «7 appartient à l’adhérence de +’ » 
est une relation d ordre). 

En effet soit yy’; alors yey —7y. Mais y — y est fermé 
(car y est propre); doncy ¢ y — y et par suite y c y est impos- 
sible. En fait ce raisonnement montre plus généralement : 


Proposition 10. — Si y est une trajectoire propre de (E, ¢) stY! 
est une trajectoire contenue dans y et st YŸ ÆY; la trajectoire Y 
nest pas contenue dans l’adhérence de Y’ 


Proposition 11. — Une condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une trajectoire y de (E, p) soit localement partout dense, est 
qu'il existe un ouvert, non vide, O tel que yn O soit partout dense 
dans O. 

Cette proposition résulte immédiatement de la proposition 4. 


Proposition 12. — Si une trajectoire y de (E, p) contient une 
trajectoire y’, localement partout dense, dans son adhérence y, 
alors y = y où y est Vadhérence de Y. 

En effet, par hypothèse y cy; donc w cy où w est l’ouvert 
dans lequel y est partout dense. Donc y e y, d’où la proposition. 

La proposition 12. montre : pour les trajectoires localement 
ee denses, la relation «y c y» est une relation d’équiva- 

ence. 


« 


| 
| 
| 
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Proposition 13. — Un ensemble indécomposable spécial 
fofod 1. définition 13.) de (EK, 9) se réduit exactement à l’adhé- 
rence de la trajectoire spéciale. 


Proposition 14. — L’adhérence d’une trajectoire y de (E, 9) 
est un ensemble indécomposable (cf. 1. 1. définition 7.). 


La proposition 14. admet, sous certaines restrictions, une 
réciproque : 


Proposition 15. — Soit E un espace compact vérifiant le 
deuxième axiome de dénombrabilité, dans ces conditions tout 
ensemble indécomposable A de (E, 9) contient une trajectoire 
partout dense [6a|]. 

Soit O un ouvert non vide de A; le saturé de O est partout 
dense dans A: en effet, si O n’était pas dense dans A, il existe- 
rait un ouvert invariant O’ de A tel que O n O! = g; les complé- 
mentaires de O et O’ formeraient une décomposition de A, 
contrairement à l’hypothèse « A est indécomposable ». Cette 
remarque implique : pour tout recouvrement fini de À par des 
ouverts non vides w, il existe un ouvert invariant Q,,,, dont 
toutes les trajectoires rencontrent tous les w;. En effet suppo- 
sons que l’indice à des w; décrive l’ensemble (1, 2, ..., m); posons 
Q, = le saturé de w; pour p. Les Q, sont des ouverts de A, 
denses dans A. L’intersection des ©; est donc un ouvert Q,,,, 
dense dans A, qui vérifie les propriétés annoncées. Soient {wi} 
et {x} deux recouvrements ouverts et finis de A. On écrit 
{w;} > {m1} si pour tout 7 il existe un 0; tel que ™ ¢,;. La 
relation < ainsi définie est une relation d’ordre dans l’ensemble € 
des recouvrements ouverts et finis de A. On peut trouver un 
sous-ensemble €’ de ©, complètement ordonné par < et 
dénombrable, tel que pour tout ouvert we À il y ait un ae” 
tel que w contienne l’un des ouverts de «. Comme les ouverts 
Q,(ae&’) sont partout denses et comme Œ’ est dénombrable : 


F — () ae Oo F9. 


Or les trajectoires de F sont partout denses dans A.C.Q.F.D. 

Il ne semble pas possible de démontrer, dans le cadre des 

structures (E, g), la réciproque de la proposition 7. de 4.4., à 

savoir: le noyau W de (E,¢) se confond exactement avec 

l’adhérence de la réunion WU des ensembles indécomposables 
7 
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non spéciaux. Par ailleurs, à ma connaissance, on n’a pas 
d’exemple de système (E, 0) qui permette d’infirmer cette 
réciproque; mais cette réciproque sera valable pour les struc- 
tures de S. D. G. envisagés ci-dessous (cf. 2. 6. proposition 2.). 


2. SYSTEMES DYNAMIQUES GENERALISES (S. D. G.) 


2. 1. Définition d’un systeme dynamique généralisé. 
Structure induite. 


Dérinrrion 1. — Soit E un espace topologique dont la famille 
des ouverts est ©; soit U — {O,;, ieJi une famille fondamentale 
(indexée par les éléments de l'ensemble J) d’ouverts et soit 
0 : O; > p(O;) une fonction qui à Oæll associe la relation d’équi- 
valence o(O;), définie dans O,, qui est assujettie aux conditions 
suivantes : 

(i) e(O;) est une relation d'équivalence ouverte; 

(ii) les classes de p(O;) dans O, sont connexes et localement 
connexes ; 

(iii) Les classes de 9(Qj) dans O; sont fermées (relativement 
a Oj); 

(ili) si æeO; n Oj; où O;, Oll, il existe un voisinage ouvert V, 
de x contenu dans O, n O; tel que les relations d'équivalence e(O; Vi) 
et p(O;, V.) induites par p(0,) et o(O;) dans V,, soient identiques. 

La structure définie par le couple (9, U) est appelée une struc- 


ture S. D. G. sur E. 


Remarques 1. — La famille particulière U qui intervient 
dans la définition 4. peut sembler jouer un rôle bien arbitraire. 
Aussi le premier objectif de notre étude sera d'introduire, 
conformément à la théorie générale des structures locales, une 
relation d'équivalence entre les structures envisagées dont les 
classes méritent d’être nommées : « systèmes dynamiques géné- 


ralisés (S. D. G.) ». 


2. — Une structure de S. D. G. qui ne vérifie pas (ini) mérite 
d’être appelée une structure de S. D. G. avec singularités. On 
verra facilement que beaucoup d’énoncés ultérieurs sont 
valables pour ces structures. 


| 


SUR LA THEORIE GENERALE DES SYSTEMES DYMAMIQUES 99 


3. — On a quelquefois intérêt à remplacer (iii) par la condi- 
tion plus forte : 

qu). L'espace quotient O,/0(0,) est localement séparé (c’est- 
a-dire que tout point admet un voisinage séparé). 

Une structure vérifiant également (ii) est appelée une 
structure de S. D. G. régulière. 


4. — On reconnaîtra que beaucoup de propriétés, démontrées 
ci-dessous, restent valables si (ii) est remplacé par : 


(u) les classes de 2(0;) dans O; sont connexes. 


5. — En fait on obtient une généralisation intéressante des 
S. D. G. en remplagent (ü) par: (ii). 5iO;¢ O; les classes de 
e(0;) sont contenues dans celles de ¢(Q)). 

Nous ne développerons pas ici cette généralisation. 


Lemme 1. — O; = O; implique: 5(0;) =e(O)). 

Ce lemme résulte de (11) et (1m): en effet (nu) implique : une 
classe « de 2(0;) et une classe $ de p(0;) ont en commun une 
partie fermée et ouverte de « Le lemme 1. justifie la défini- 
tion suivante: 


Dérinition 2. — Les classes de 9{O;) sont appelées les plaques 
de l’ouvert O;. (Ces plaques ne dépendent que de l’ensemble 
ouvert O;, mais elles ne dépendent pas de l'indice 1). 


Dérinirion 3. — Soit une structure de S. D. G.(o, U) sur E 
et soit {3(U;), U;; ie} une famille ® de couples ¢(U,), U;) dont 
chacun est formé d’un ouvert UO et d’une relation d’équiva- 
lence È(U;) dans Ul; On dit que la famille Ÿ est compatible 
avec (9, U) si la nouvelle famille Ÿ’ formée par la réunion de (D 


et des couples (9(O), O), où Oell, définit un S. D. G. sur E. 
Proposition 1. — Soit (9, li) un S. D. G. sur E. Si ® et ®, 


. sont deux familles compatibles avec (9, U) alors la famille D u ®, 


Oe eo e0 


est également compatible avec (p, U). 

La démonstration de la proposition 4. se ramène à une 
simple vérification. | 

La proposition 4 montre: la famille (2, U) peut être pro- 
longée, d’une façon unique, en une famille (9’, U’) qui contient 
exactement toutes les familles ® compatibles avec (9, U). 
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Dérinrrion 4. — Soit (p, U) uns. D. G. La famille (p’, W’) 
formée de toutes les familles 2 compatibles avec (p, Ul) est appelée 
la famille maximale contenant (p, Ul). 


Dérinition 5. — Deux structures de S. D. G..sou4etl 
et (o,, U,) sur E, sont dites équivalentes si les familles maximales 
associées (cf. définition 4.) sont identiques. La structure définie 
par une telle famille maximale est appelée une structure de SD Gr 

Une structure de S. D. G. est donc parfaitement définie par 
la donnée d’un S. D. G. (p, ll), en prenant la famille maximale 
associée à (9, ll). On parlera par la suite du S. D. G. défini par 
une famille (9, 11) même si cette famille n’est pas maximale. 

Il convient d’étudier maintenant la notion de structure 
induite. 


Desinirion 6, 2 Sod (pi U)-un's. D: G. sur E, où (o, U) est 


une famille maximale. Soit U, ¢ Ul et soit p, la restriction de p à U.. 


La famille (p,, U,) définit sur EL’ = U O une structure de S. D. G. 


oël 
qui est appelé la structure induite par (0, Wl) dans E’. 
Pour que cette définition 6. ait un sens il convient évidem- 


ment de vérifier que (p,, U,) définit un S. D. G.; cette vérifi- 
cation est immédiate. De plus il convient de démontrer: la 
structure induite dans E’ ne dépend que de la structure donnée 
sur E et de ouvert E’; mais cette structure ne dépend pas du 
choix particulier de la sous-famille Ul,. A cet effet il suffit de 
remarquer : si ll, est la famille de tous les éléments de ll conte- 
nus dans E’ la famille Ul, est maximale (à supposer que u 
soit maximal). 


Remarque. — Jusqu’a présent on n’a pas utilisé le fait que 
la famille Ul est une famille fondamentale, c’est-à-dire que tout 
ouvert de E est une réunion d’ouverts de Il. 

On voit que tout ouvert d’un S. D. G. est muni d’une struc- 
ture de S. D. G. induite. 


Proposition 2. — Soit (o, U) un S. D. G. sur E. Sovent A,(veJ) 
une famille d’ouverts formant un recouvrement de E et soient 
(px Ui)(ieJ) les S. D. G. induits par (o,l) dans les A;. Soit 
enfin (o', W) un autre S. D. G. sur E. Supposons que (o;, Ui) 
soient également les structures de S. D. G. induites par (p', U’) 


/ 
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dans les A;. Dans ces conditions les deux structures (9, U) et 
(o’, UW’) sont équivalentes. 

La démonstration de cette proposition 2. est évidente. 

La proposition 3. ci-dessous, plus précise que la proposition 2., 
montre que les structures (9, Ul) sont des structures locales. 


Proposition 3. — (Recollement des morceaux). Soit A; (1eJ) 
une famille d’ouverts formant un recouvrement de E, et soient 
(0;, LL) des structures de S. D. G. définis dans les A;. On suppose 
que les structures induites par (e;, U;) et (9;, Uj) dans A,n A; 
soient identiques. Dans ces conditions 1l existe une structure 
de S. D. G. (unique d’après la proposition 2.) sur E, qui induit 
dans les A; les structures (9;, Uj). 

Ici encore la démonstration se ramène à une simple vérifi- 
cation. 

On remarquera qu’une structure (E, 9) vérifie une propriété 
analogue à la proposition 2. mais elle ne vérifie pas la propriété 
du recollement des morceaux. 


2. 2. Trajectoires d’un S. D. G. 


DÉFINITION 1. Soit (2, U) un S. D. G. sur E. On désigne 
par ¢ la relation d'équivalence la moins fine sur E qui vérifie la 
propriété suivante: pour tout Ou, la relation p (O;) est plus 
fine que la relation 9; induite par ¢ dans O:. 

Pour que cette définition 1. ait un sens, il convient de 
montrer: 9 ne dépend pas de la famille (9, U) particuliére qui 
définit la structure de S. D. G. envisagée. Ceci résulte de la 
définition 1. de 2. 4. (ïü). Donc à une structure de So) Gest 
associée une structure [E, pl]. 


Proposition 1. — La structure [E, 9] associée à (o, U) par la 
définition 1. est une structure (E, p). (En d’autres termes la rela- 
tion d'équivalence p est ouverte.) | 

La proposition 1. résulte du fait que les relations p(O) (Oell) 
sont ouvertes. Pour que deux points x et y souent identifiés 
par p il est nécessaire et suffisant de trouver un nombre fini 
O,,..., O, d’ouverts de U et de points 2 = %, D, ++. ir=Y de 
E tels que: a; et 2,,, soient identifiés par e (Oi). Comme les 
relations 9(O;) sont ouvertes, le saturé d’un voisinage de x 
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par p(O;) est un voisinage de 2;,,; done le saturé d’un voisi- 
nage de æ par p est un voisinage de y. CoO. Fe D, 

Les résultats et définitions de 4. peuvent donc être appliqués 
BUX chs La 


Proposition 2. — Les trajectoires d'un S. D. G. sont connexes 
et localement connexes. 
La proposition 2. résulte de (11) de 2. 1. définition 1. 


Proposition 3. — Soit (9, Ul) un S. D. G. sur E; soient O, O,ell. 
L’intersection d’une plaque « de O et d’une plaque $ de O, est un 
ouvert de « et 6. 

La proposition 3. se démontre comme le lemme 1. de 2. 1. 
Cette proposition permet d'introduire une nouvelle topologie 
sur E: à savoir la topologie dont les ouverts sont les ouverts 
des plaques de (9, ll) et les réunions de tels ensembles. 


Dérinirion 2. — La topologie initiale de E est notée T. La 
topologie engendrée par les ouverts des plaques est notée 4e 


Proposition 4. — La topologie T, est plus fine que la topo- 
logie T. L'application canonique de (E, T,) dans (E, T) est 
localement bi-continue. 


Proposition 5. — Les trajectoires d'un S. D. G. sont les compo- 
santes connexes de E relativement à la topologie T,. 


Proposition 6. — Une condition suffisante pour qu’une tra- 
jectoire y d’un S. D. G. (9, Ul) soit propre (cf. 1. 4. définition 4.), 
est: les topologies induites par T et T, dans y sont identiques. 

La démonstration ci-dessous utilise pour la première fois 2. 1. 
définition 4. (iii). Soit xey et soit Oell tel que xeO; soit a, la 
plaque de O contenant x. Si les topologies induites par T et T, 
dans y sont identiques, il existe un voisinage ouvert V, de x tel 
que «, soit la seule plaque de O contenue dans y, ayant une 
intersection non vide avec V,; on peut d’ailleurs supposer que V, 
est saturé pour p(O). Comme a, est fermé dans O, l’ensemble 
W = V,—«, est ouvert; d’où résulte qu’aucun point de W 
n'appartient à l’adhérence y de y; donc «a, est la seule 
plaque de O contenue dans 7 qui rencontre V. D’où la propo- 
sition 6. 
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Malheureusement la réciproque de la proposition 6. (a 
savoir: la condition est également nécessaire) est inexacte. 
Cependant nous démontrerons plus loin cette réciproque 
moyennant quelques hypothéses supplémentaires (cf. 2. 3. 
proposition 3.) La proposition 7. qui suit est évidente dans le 
cas particulier où la réciproque de la proposition 6. est valable. 
En tout cas l’inexactitude de la réciproque de la proposition 6. 
justifie une nouvelle définition. 


Dérinition 3. — Une trajectoire y d'un S. D. G. est dite 
complètement propre si les topologies T et T, induisent la méme 
topologie dans y. Une trajectoire y complètement propre et non 
compacte est dite instable. 

La justification du terme instable résultera de la suite. 


Proposition 7. — Soit (9, UW) un S. D. G. sur E; une condt- 
tion nécessaire et suffisante pour qu’ une trajectoire y de ce SD Gr: 
soit complètement propre est: il existe un ouvert Oelt tel que (1) 
Ony<¢ et (ii) au moins une plaque de O contenue dans On y 
admette un voisinage ouvert qui ne rencontre aucune autre plaque 
de O, contenue dans On y. 

Sous une forme plus intuitive, on peut dire : une trajectoire 
est complétement propre dans le seul cas où elle est instable 
au voisinage de l’un de ses points. On a vu dans la démonstra- 
tion de la proposition 6. que la condition était nécessaire. Pour 
montrer qu’elle est suffisante, il convient, de démontrer d’abord 


le lemme suivant : 


Lemme 1. — Soit (p, U) un S. D. G. sur E, soit y une trajec- 
toire et soit w,cO,, .--) w\c O, une suite finie de plaques des 
ouverts O,, ..., O,€ll, vérifiant les conditions suivantes : w, €, 
Ws CV, On CY- Soient enfin «,...,4, des voisinages de ,, ..., 
w". On peut trouver un voisinage de « de w, tel que pour tout 
mea, mais a£w, il existe une suite de plaques ©, .-+, w, des 


ouverts O,, ..., O, vérifiant les conditions suivantes : 
LEW, onu. FE (CHA, oes n—1); 
7 | 
FAURE Bove nes wWr,N a, # et wi Wy, vey On Æ One 
Ce lemme précise la propriété de continuité exprimée par 
la proposition 1. On peut démontrer ce lemme par récur- 
rence. Le lemme est vrai si n = 1; supposons donc démontré 
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ce lemme pour n= p—1, et démontrons-le pour p= 7. Soit 
zew, , 9, Il existe un voisinage V, de z tel que oO 05 Ma) 
et p(O,, V.) soient identiques (cf. (iii) définition 41. de 2. 44): 
On peut choisir « de telle sorte que la suite des plaques 
wi, sas) Mp, associée à TE mais vw, vérifie: 19 V,Æ 9. 
D'autre part si V, est assez petit ,_,9 V.-¢ implique 
w,_,na,Æ9. Il suffit de prendre pour w, la plaque de O, qui 
vérifie w,n(w,_,naæ,)=Æg. D'où le lemme. 

Pour montrer que le lemme 4. implique la partie directe de la 
proposition 7. appelons P(@, O) la propriété suivante de la 
plaque « de O contenue dans la trajectoire y: 

tout voisinage de « rencontre d’autres plaques de O conte- 
nues dans y. 

Le lemme 1. montre : sia est une plaque de O contenue dans y 
ayant la propriété P(x, O) alors toute plaque @ de O,ell, B cy, 
a également la propriété P(6, (NPC LE D, 

La propriété P(«, O) justifie la définition suivante : 


Dérinirion 4. — Une trajectoire qui nest pas instable, est 
dite stable au sens de Poisson. 


Proposition 8. — Une condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une trajectoire localement partout dense soit stable au sens de 
Poisson, est: cette trajectoire est impropre. 

Cette dernière proposition n’est pas utilisée par la suite. 
Nous omettrons donc sa démonstration. 


2. 3. Sur certains S. D. G. spéciaux. 


Dans ce paragraphe on se propose d'examiner certaines 
classes de S. D. G. obtenues en faisant des hypothèses restric- 
tives sur l’espace de définition E ou en ajoutant d’autres condi- 
tions aux conditions (i) ... (nu) de 2. 4. définition 1. 


Proposition 1. — Soit (oe, UW) un S. D. G. sur E et supposons E 
localement compact; dans ces conditions la topologie T, est une 
topologie d’espace localement compact. 

On remarquera que si E est compact, il n’en résulte pas que 
T, est une topologie d’espace d’espace compact. On pourrait 
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remplacer dans l’énoncé de la proposition 4. localement 


compact par quasi-localement compact (cf. la démonstration 
de la proposition 3.) 


Proposition 2. — Soit (9, 1) un S. D. G. sur E et soit E 
espace topologique vérifiant le premier [resp. deuxième] axiome 
de dénombrabilité. Dans ces conditions les trajectoires de ce 
S. D. G. (munies de la topologie T,) vérifient également le premier 
[resp. deuxième] axiome de dénombrabilité. 

La propriété relative au premier axiome de dénombrabilité 
est évidente. Supposons que E vérifie le deuxième axiome de 
dénombrabilité; on peut dans ces conditions supposer la famille 
ll dénombrable. Il reste à montrer : quelle que soit la trajec- 
toire y, les plaques des ouverts de U contenues dans y forment 
une famille «,(i¢I), où I est dénombrable. Or si x et y sont deux 
points de y on peut trouver une suite finie de plaques &,, ..., @, 
parmi les «,, telles que : tes, yea, et a; n a,,-< 6, i= PET 
Donc l’ensemble envisagé est équi-potent à un sous-ensemble 
de l’ensemble des suites finies d’éléments de I. Mais ce dernier 
ensemble est dénombrable. 


Proposition 3. — Une condition nécessaire et suffisante pour 
qu’une trajectoire d'un S. D. G. régulier (cf. 1. 2 remarque 3.) 
défini sur un espace topologique localement compact, vérifiant le 
deuxième axiome de dénombrabilité, soit propre est: cette trajec- 
toire est complètement propre. 

Supposons la structure de S. D. G. définie par (9, Ul), soit y la 
trajectoire étudiée et soit Oell, tel que On yg. Les plaques 
de O contenues dans y forment une famille dénombrable %. 
Or si y est propre, l’image © de ®& dans O/p(O) est un ensemble 
quasi localement compact (on dit d’un espace qu'il est quasi- 
localement-compact, si tout point de cet espace admet un 
voisinage compact; si E est séparé et quasi localement compact, 
il est localement compact. On rappelle également que la struc- 
ture d’espace localement compact n’est pas une structure 
locale, tandis que la structure d'espace quasi localement 
compact est une structure locale [3]). En effet O/e(9) est 
quasi-localement-compact ; puisque le 5. D. G. est régulier. 
Comme y est propre l’adhérence G deG admet G comme inté- 
rieur (relativement à G) d’où résulte : G est quasi-localement- 
compact. Si y était complètement Impropre G n'aurait pas de 
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points isolés. Or un ensemble quasi-localement-compact, 
n’admettant pas de points isolés, n’est pas dénombrable. Ceci 
montre que la condition est nécessaire. Or on a déja vu que la 
condition était suffisante. 


2. 4. Récurrence et stabilité au sens de Poisson. 


Nous nous contenterons d’énoncer la définition d’une trajec- 
toire récurrente, dans le cas particulier où l’espace E est 
compact. Il est clair que l’on pourrait également définir les 
trajectoires récurrentes, même si E n’était pas compact, en 
utilisant une structure uniforme sur E. 


Dérinrrion 1. — Soit (p, UW) un. D. G. sur l’espace compact E. 
(On peut donc supposer que la famille U est finie.) Soit A,(vel) 
un recouvrement ouvert fini quelconque de E. Une trajectoire de 
ce S. D. G. est dite récurrente s’il existe un entier n, dépen- 
dant éventuellement du recouvrement AiieJ), tel que yc U Ai, 
A,n Q,(x) #9. Ici Q,(x) désigne l’ensemble des points de y qui 
peuvent être liés à x par une suite de n plaques «,... @, (où 
una. 4) prises parmi les plaques des ouverts de la famille U. 
On remarquera que la propriété de récurrence ainsi définie, ne 
dépend pas du choix particulier de la famille finie Ul. Une trajec- 
toire compacte est visiblement récurrente. 


Proposition 1. — Une trajectoire d’un S. D. G. contenue 
dans un ensemble minimal compact est récurrente. Réciproque- 
ment une trajectoire récurrente définie sur le compact E admet 
pour adhérence un ensemble minimal [8]. 

Démontrons d’abord la première partie. Soit F l’ensemble 
minimal. Soit A; un recouvrement ouvert fini de F. Toute 
trajectoire y de F est partout dense dans F. Donc à æeF on peut 
associer n(x) entier tel que Q,(x) (cf. définition 4 pour les 
notations) rencontre chaque ouvert A; Soit n'(x) (x fixe) le 
plus petit des entiers n(x). Il résulte de 2. 2 lemme 1. que 
n(x) est semi-continue supérieurement. Cette fonction est 
donc bornée sur F, d’où la première partie de la proposition. 

Pour établir la réciproque, supposons que l’adhérence y de y 
ne soit pas un ensemble minimal. Soit 2 c ¥ un ensemble fermé 
invariant, 2 Y on peut renforcer 2. 2 lemme 1 en le lemme 1, 
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énoncé ci-dessous, qui montre : pour tout entier n et tout voisi- 
ÿ 

nage W de 2 on peut trouver wey n W tel que Q,(x) € W; d’où 

une contradiction. 


Lemme 1. — Soit (6, WU) un S. D. G. sur E compact; (la famille 
Ul est supposée finie). Soit y une trajectoire. A tout xey et à tout 
voisinage W de y, on peut associer un voisinage V (x) de x, tel que 
Q,(y) « W, pourvu que yeV(x). 

Il peut être utile de préciser ici que la condition (ii) de la 
définition 1. de 2.4 était inutile à la démonstration de 2. 2 
lemme 2. Par contre cette hypothèse joue un rôle essentiel 1c1. 
On remarquera également qu’on peut supposer l’adhérence de 
tout ouvert de la famille li contenue dans un ouvert de la 
famille complète WU qui prolonge U. La démonstration du 
lemme est calquée sur la démonstration de 2. 2 lemme 1 
compte tenu de la remarque suivante: Soit æeOell. Si une 
plaque « de O assez voisine de x rencontre O’, alors l’adhérence 
8 de la plaque $ de O qui contient x rencontre l’adhérence O' 
de O”. 

La proposition 4 donne une équivalence entre une propriété 
purement topologique de y (à savoir: y est un ensemble mini- 
mal) et une propriété «métrique » La proposition 5 de 1.2 et la 
proposition 3 de 2. 3 permettent une caractérisation quelque 
peu analogue des trajectoires stables au sens de Poisson : 


Proposition 2. — Soit un S. D. G. sur l’espace compact Ë, 
qui vérifie le deuxième axiome de dénombrabilité. Soit F un 
ensemble indécomposable de E. Dans ces conditions il existe au 
moins une trajectoire stable au sens de Poisson dans F, partout 
dense dans F, à moins que F ne se réduise à l’adhérence d’une 
trajectoire instable. Réciproquement Vadhérence d’une trajec- 
toire y de E est un ensemble indécomposable [6, a]. 


2. 5. Ensembles limites. Stabilité au sens de Poisson 
dans une direction. 


Dans ce paragraphe X désignera un S. G. D. (p, u) défini 
dans un ouvert E de l’espace localement compact E’. (L'espace 
‘de définition de Z est donc plongé dans un espace ambiant 
plus grand.) On désignera par S une trajectoire de À. - 
On rappelle que si À est un espace localement compact, mais 
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non compact, on peut définir sur A le filtre d’ Alexandroff Y(A) : 
c’est le filtre admettant comme base les complémentaires des 
parties compactes de A. Une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'un filtre % sur A n’admette aucun point adhérent 
(sur A) est: & est plus fin que (A). On écrira < au lieu de: 
plus fin. 


Dérinition 1. — Soit & un filtre sur la trajectoire, non 
compacte, S de 2; # << A(S). Un point de E’ adhérent à & est 
appelé un point limite de 5 (selon &). L’ensemble des points 
limites de S dans E! selon est noté &(%). 

L'ensemble &(F) est visiblement fermé. 

L'ensemble des points limites de S coincide avec L(A(S)). 


Proposition 1. — Q(A(S))n E est vide ou est un ensemble 
invariant. 

La proposition 1. est un cas particulier de la proposition 3 
ci-dessous. Elle résulte également de la proposition 2. 


Proposition 2. — L'ensemble des points limites d’une trajec- 
toire S de À (S non compact) est l’adhérence 5 de S st S n'est pas 
complètement propre (2. 2 définition 3) où S —S si S est complé- 
tement propre. 

(D’après 2. 3 proposition 3 on peut remplacer dans l’énoncé 
de la proposition 2; le terme « complètement propre » par 
« propre » du moins si » est régulier.) 

En effet soit reS et xéS; un filtre § sur S qui converge vers x 
(dans E”) vérifie % <A(S); il en résulte: reQ(A(S)); d’où 
S—ScQ(A(S)). D’autre part, si S est complètement propre, 
Q(A(S)) n S = 9, d’après la définition d’une trajectoire complè- 
tement propre. Enfin si S n’est pas complètement propre, 
S < K(N(S). 

Après cette étude sommaire, il convient de reprendre cette 
question en détail, en mettant en évidence certains sous- 
ensembles remarquables de points limites. 


Dérinirion 2. — Un filtre % sur la trajectoire (non compacte) 
S de % est appelé un filtre maximal s’il vérifie les propriétés 
suivantes : (i) § < W(S). (ii) 8 admet une base $ dont tout élément 
est un ouvert à frontière compacte. Un filtre maximal de S qui. 
admet une base formée d’ensembles ouverts et connexes (rela- 


tivement à T,) est appelé un filtre maximal et connexe. 


| 
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Proposition 3. — Si À est un filtre maximal sur §, alors 
Q(B) n E est un ensemble invariant fermé ou un ensemble vide. 
Si & est connexe, L () est également connexe. 

La deuxième partie de la proposition 3 est évidente. La 
première partie résulte du lemme 1. de 2. 2. Il suflit d’ailleurs 
de montrer que &(F) n E est saturé pour p. En effet soit xet(8) 
et soit y, la trajectoire contenant x (éventuellement y; = St 
Soit yey.; il existe un nombre fini d’ouverts O,, .., Oell et de 
plaques w,, ..., w, de Oy, ..., O, contenues dans y,, telles que : 
(i) wn 0;.,7#¢, = 14, ..., n—1 (i) wcy, t= 4, .. 
zéw,, yew,. Soit Q un ouvert, dont la frontière Q (relativement 


à T,) est compacte, Qe. On peut choisir des voisinages 
a, ..., @ (dans T) de w,, ..., @n tels que a noie. 


., net 


+) 
anQcw, (grâce à la compacité de Q). Il ne reste plus qu'à 
appliquer le lemme, pour établir la proposition 8. 

Les filtres maximaux connexes de S jouissent d’une propriété 
remarquable exprimée par la proposition suivante : 


Proposition 4. — Si S est un espace localement compact 
(mais non compact) localement connexe el connexe, tout ultra- 
filtre #, sur S plus fin que le filire d Alexandroff de S admet un 
filtre maximal connexe moins fin que 8.  __ 

Soit A(S) le filtre d’Alexandroff de S et soit X la base de Y 
formée par les complémentaires des parties compactes de 5. 
Pour tout ae il existe eeW, tel que eca (puisque (%,) est 
plus fin que A(S)). Soit a la composante connexe de a, sur 
laquelle %, induit un filtre. (Cette composante a’ est unique 
puisque %, est un ultra filtre.) Si a décrit A l’élément a’ 
décrit une base de filtre maximal et connexe. D'où la propo- 
sition 4. 


Proposition 5. — Soit S une trajectoire, non compacte, de à. 
Si & décrit l’ensemble des filtres maximaux connexes de S, l’en- 
semble &(%) décrit l’ensemble limite de S. 


Dérinirion 3. — Une trajectoire S d’un système À est dite 
stable au sens de Poisson selon le filtre maximal &, si Sc Q(B). 
Si S est stable au sens de Poisson selon tout filtre maximal À on 
dira que S est complètement stable au sens de Poisson. 

Les propositions suivantes sont évidentes. 
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Proposition 6. — Toute trajectoire S stable au sens de Pois- 


son (cf. 2 2. définition 4) est stable au sens de Poisson selon un 


certain filtre maximal. 


Proposition 7. — Toute trajectoire d’un ensemble minimal 
compact est complètement stable au sens de Poisson. 


Proposition 8. — Soit S une trajectoire stable au sens de 


Poisson selon ®& ; &(®&) = adhérence S de S. 


2. 6. Trajectoires errantes et trajectoires complétement instables. 


Dérinition 1.— Une trajectoire (non compacte) y d'un S.D. G. 
(0, U) est appelée une trajectoire errante [semi-errante], si pour 
tout xey et meOell il existe un voisinage W de x, tel que toute 
trajectoire qui rencontre W ne contienne qu’une [qu’un nombre 
fini] de plaque[s] de O ayant une intersection non vide avec W. 

Il est clair qu’une trajectoire semi-errante (et a fortiort une 
trajectoire errante) est complètement instable (1. 1 défini- 
tion 9). On peut également énoncer une réciproque de cette 
dernière propriété. 


Proposition 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour 
qu’une trajectoire d'un S. D. G. défini sur un espace localement 
compact, soit complètement instable, est que cette trajectoire soit 
semi-errante. 

Il suffit donc de montrer que la condition est suffisante. A 
cet effet, soit x un point de la trajectoire complètement ins- 
table y, et soit æOell. Soit ¢ l'application canonique de O 
sur O/o(O) et + l’application canonique de O sur O/9; l’appli- 
cation 6=7.97' est continue. Posons x = (x) et «= (x). Le 
point à” admet un voisinage compact V(x"), puisque la trajec- 
toire est supposée complètement instable. D’autre part + 
admet également un voisinage quasi-compact V (x). L’en- 
semble [=¢7~'(x) n V(x') est quasi-compact (car ¢ est continue) 
_et discret (car y est propre). Donc I est fini, d’où la proposi- 
tion 4. 


PROPOSITION 2. — Soit E un espace compact, vérifiant le 
deuxième axiome de dénombrabilité et soit (0, U) un S. D. G. sur E. 
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Soit U l’adhérence de la réunion U de toutes les trajectoires stables 
au sens de Poisson de E. Dans ces conditions, l’ensemble ouvert 
Q = E—U, s'il n'est pas vide, contient des trajectoires errantes 
(et par conséquent également des trajectoires complètement 
instables). 


Avant de démontrer la proposition 2 signalons un corollaire 
de cette proposition. 


Corotiarre. — Les hypothèses et les notations sont celles de la 
proposition 2. Dans ces conditions ‘Wl est confondu avec le noyau 
de (0, U) (cf. 4. 4 définition 12 et le dernier alinéa de 1. 2). 

Pour démontrer la proposition 2 nous pouvons supposer 
que E est un espace métrique. On peut supposer que la famille U 
est finie. Soit ¢,,...,¢, une suite décroissante de nombres 
réels > 0 qui converge vers 0. A tout 2x¢ associons le plus 
petit des entiers 7 vérifiant la propriété suivant: pour tout 0, 
tel que æOell, la boule Bf” fermée de centre x et de rayon ¢; 
ne rencontre qu’une plaque de O contenue dans la trajectoire y, 
issue de x; désignons cet entier minimal par (x). L’entier 1(x) 
est une fonction semi-continue inférieurement de 2 (ceci 
résulte du lemme 4 de 2. 2). Soit E, le sous-ensemble de Q 
défini par i(x) <r. L'ensemble E, est fermé. Les ensembles 
E,,r=1, 2... n, ... forment une suite croissante qui épuise (). 
D’après le théorème de Baire l’un au moins des E, contient des 
points intérieurs. Mais si æ est un point intérieur de E, la 
trajectoire issue de x est visiblement une trajectoire errante 
d’où la proposition 2. 


2. 7. Pseudo-mouvement. Incompressibilité. 


Dérintrion 1. — Soit (po, UW) Un S.D.G., soient O et O, deux 
ouverts de Il. Un pseudo-mouvement élémentaire de O dans O, 
est une application topologique ¢ d'un ouvert Q de O/e(O) sur 
un ouvert de O,/o(O,) vérifiant la condition suivante : les plaques 
ac et o(x) ont une intersection non vide. 


Déerni0Ns2..%=— Soite(pU) sun S. D. G. Soit À l'espace 
somme des ouverts O/p(0), Oell. Un pseudo-mouvement de (o, U) 
est une application topologique d’un ouvert A de & sur un 
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ouvert B de Ÿ vérifiant la propriété suivante: pour tout xeA ul 
existe un voisinage ouvert W, de x tel que la restriction de p à W, 
résulte de la composition d’un nombre fin de pseudo-mouve- 
ments élémentaires. 


Dérrnirion 3. — On dit que le système (9, 1) vérifie l’incom- 
pressibilité du domaine s'il n'existe aucun pseudo-mouvement Ÿ 
tel que Y(O)cO et 4(0) #O pour un certain ouvert O de E. 

La définition 3 est calquée sur la définition classique [6, bj. 
Il paraît vraisemblable qu’un 5. D. G. défini sur un compact 
métrique E qui vérifie l’incompressibilité des domaines admette 
pour noyau l’espace E tout entier. Cependant, je n’ai pas pu 
généraliser la démonstration proposée en [6, b]. Mais il est 
facile d'établir cette dernière propriété pour les systèmes 
conservatifs définis ci-dessous. 


Dérinrrion 4. — On dit que le système (9, U) est conservatif 
s’il existe une mesure w sur & (cf. définition 2) invariante par 
tous les pseudo-mouvements. 

Il est clair qu’un S. D. G. conservatif vérifie l’incompressi- 
bilité du domaine. Il est facile de donner des exemples de 
structures feuilletées conservatives (cf. 3). 

Comme la notion de S. D. G. conservatif fait intervenir des 
notions étrangères à la topologie générale, nous n’établirons 
pas la propriété des S. D. G. conservatifs indiquée ci-dessus. 


3. EXEMPLES 


Les familles régulières de courbes définies par Whitney [10] 
et les structures de variétés feuilletées sont des structures 
de S. D. G. particulières. Les variétés feuilletées sont même 
des S. D. G. réguliers (cf. 2. À remarque 3). Il convient de 
remarquer qu’une famille régulière de courbes comportant 
des singularités (courbes réduites à un point) ne vérifie pas la 
condition (iii) de 2. 4. définition 1. La proposition 1 de 22 
utilise précisément la condition (ili). Or on sait que l’équi- 
valence énoncée dans cette proposition est valable pour les 
« systèmes dynamiques généraux » [5]. Cette perte de 
généralité n’est qu'apparente. 
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Il est à peine utile d’ajouter que la structure de S. D. G. et 
la structure de « systèmes dynamiques généraux » ne sont pas 
contenues l’une dans l’autre. Par contre, le champ commun à 
ces deux structures est assez vaste. 

Une structure de 5. D. G. qui généralise la structure de 
variété feuilletée (tout en ne s’écartant pas trop de cette 
notion) est obtenue en ajoutant aux conditions (1) ... (1111) de 2. 4 
définition 1 la condition suivante. 

(v) les classes de 2(0) dans O sont homéomorphes à des 
ouverts de l’espace numérique R?(p fixe). 

Les trajectoires d’une telle structure sont des variétés numé- 
riques à p dimensions. 

Nous donnons maintenant quelques exemples de S. D. G. 
destinés à mettre en évidence quelques propriétés utiles ou 
curieuses (pour d’autres exemples nous renvoyons à [9]). 


Exempte 1. — Exemple d'un S. D. G. admettant un ensemble 
indécomposable non spécial compact, vérifiant le deuxième axiome 
de dénombrabilité, et ne contenant aucune trajectoire complète- 
ment stable au sens de Poisson. 

(On sait [6a] qu’il n’est pas possible d'indiquer un tel exemple 
pour les familles régulières de chemins.) Cet exemple montre 
également qu’on ne peut pas améliorer l'énoncé de 2. 4 propo- 
sition 2 au point de remplacer « stable au sens de Poisson » par 
« complètement stable au sens de Poisson ». 

Il serait évidemment intéressant d’indiquer des conditions 
simples, qui imposées à un S. D. G. rendent possible ce renfor- 
cement de la proposition. 

Pour construire l'exemple annoncé, considérons le produit 
topologique : T, X I où T, est le tore à deux dimensions, rap- 
porté aux coordonnées ¢, 4 (nombres réels mod. 1) et I 
l'intervalle [0 1] paramétré par t; 0 << 1. a 

Soit Ec T, X I l’ensemble défini par le système de conditions 


t=1 ou E40 ou o = 0. 


On définit sur E une structure de S. D. G. qui induit dans le 
toret= 1 le S. D. G. associé à l'équation différentielle 


= A(p, 0) de + B(9, 0) di = 0; 


| dans le tore t = 0 le S. D. G. associé à l'équation différentielle 
| 8 


org = 
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do +ad)=0, (x constante irrationnelle), et dans l’anneau 
9 —0les. D. G. associé à l'équation dd = 0. On suppose que 
toutes les trajectoires, à l'exception d’une seule, de w = 0, 
sont propres et non compactes (il est bien connu que cela est 
possible). Une trajectoire de ce S. D. G. qui contient une tra- 
jectoire non compacte de  — 0est stable au sens de Poisson, 
mais pas complètement stable au sens de Poisson. Son adhé- 
rence ne contient aucune trajectoire, partout dense, complète- 
ment stable au sens de Poisson. 

Le noyau de ce S. D. G. est E, il n’est pas confondu avec 
Padhérence de l’ensemble des trajectoires complètement 
stables au sens de Poisson. 

Il est intuitif, mais l’exposé explicite conduit à quelques 
difficultés techniques d’exposition, que l'exemple précédent, 
convenablement modifié, conduit à une structure de variété 
feuilletée présentant les mêmes caractères pathologiques. 


Exemece 2. — Exemple dun S. D. G. ayant une trajectoire 
unique, mais dont les topologies T et T, sont distinctes. Les tra- 
jectoires de ce système sont propres, mais elles ne sont pas 
complètement propres (cf. 1. 4 définition 4 et 2. 2 définition 3) 

© Considérons le tore T, (rapporté aux coordonnées canoniques 
6, ¢) l'équation différentielle «d) + Bd? —0,où a et 8 sont des 


constantes incommensurables. Soit y une trajectoire du. S. DG, 


ainsi défini, munie de la topologie induite €. Le S. D. G.induit — 


sur y a les propriétés annoncées. 


Exempce 3. — Exemple d’une structure feuilletée définie sur 
une variété compacte connexe, admettant une trajectoire locale- 
ment partout dense, mais non partout dense. 

À ma connaissance, on n’a pas mis en évidence une structure 
feuilletée, dont les feuilles ont une dimension, admettant cette 
propriété. L'exemple proposé est défini dans le produit T, X R, 
R droite numérique. On considère la structure feuilletée définie 
par: t(t — 1)(a dx + 6 dy) — dt = 0 ova et 8 sont deux cons- 
tantes incommensurables si0 <t<1et dt=Osit< Vout > 


Exempie 4. — Une classe de variétés feuilletées qui sont des 
S. D. G. conservatifs. 

Soit V, une variété (indéfiniment différentiable) et soit Q 
une forme différentielle extérieure de degré p (également 
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indéfiniment différentiable) sur V,, vérifiant les propriétés 
suivantes : 

1840 == 0 

20 Q O0 en tout point de V, 

30 ( est complètement décomposable (c’est-à-dire que © est 
localement le produit extérieur de p formes de Pfaff : 

Q = w, A --- A w, 

Dans ces conditions le système caractéristique de Q (défini 

localement par w, —0, ..., ©, = 0) définit sur V, une structure 


feuilletée pour la dimension p. La condition 1° implique: le 
S. D. G. correspondant est conservatif. 
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ERRATUM AU MEMOIRE: 
PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES 
ET ESPACES NUCLEAIRES 


par A. GROTHENDIECK 


M. J. Dreuponné vient d’attirer mon attention sur une 
démonstration incorrecte de ce mémoire (Memoirs of the 
American Mathematical Society, Number 16, 1955). IL s’agit 
du lemme 13, 2° (chapitre 1, paragraphe 4, n° 3, page 131): 
avec les notations de la démonstration de ce lemme, il ne sera 
pas vrai en général que 9” est injective, et pour cela la conclusion 
de la dernière phrase de la démonstration, affirmant que w 
applique E, dans Gg, est injustifiée. Ci-dessous, je vais esquisser 
un contre-exemple, prouvant que la conclusion du lemme 13, 
9° est en effet fausse. Tout ce qu’on peut dire, comme consé- 
quence immédiate de la première partie du lemme par exemple, 
c’est que toute application intégrale d’un espace localement 
convexe E dans un autre G provient d’une application intégrale 
d’un espace E, dans G (V étant un voisinage convexe cerclé 
convenable de O dans E); ou encore peut, en tant qu’application 
de E dans G’, s’obtenir en factorisant en E ~ E, > G, > G’, 
où toutes les applications linéaires sont continues, celle du 
milieu étant intégrale, et les espaces E, et G, étant des espaces 
de Banacu (si on veut, des espaces L” et L' respectivement). 
Mais comme nous verrons, on ne peut dans cet énoncé se 
dispenser de faire intervenir le bidual G/. Signalons cependant 
que le rôle de ce lemme 13 (et en particulier de sa deuxième 
partie fausse) était de pure commodité, pour nous épargner 
une fois pour toutes plusieurs passages fastidieux aux biduals. 
Aucun énoncé ultérieur dans la démonstration duquel nous 
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avons fait appel à ce lemme n'a besoin de rectification. Ces 
énoncés sont le théorème 9, le lemme 14 (qui implique le th. 10) 
et son corollaire; enfin nous référons aussi au lemme 13, 2° 
dans la démonstration du théorème 6 du chapitre 11, para- 
graphe 2. Pour le théorème 9, on note que sa troisième partie 
est contenue par exemple dans le théorème 10, 19; pour les deux 
premières, on note d’abord que, une fois qu’elles sont prouvées 
dans le cas des espaces de Banacz, la version correcte du lemme 
13 nous prouvera que » transforme un voisinage convenable de 0 
dans E en une partie faiblement relativement compacte de 
’espace localement convexe F”_(« faible » signifiant ici la 
topologie faible associée à la topologie « naturelle » de FE" 2.6 
celle de la convergence équicontinue sur F’), et que v transforme 
les parties faiblement compactes de E en des parties relative- 
ment compactes de F” (toujours muni de sa topologie « natu- 
relle »). Comme F est quasi-complet, donc ses parties convexes 
cerclées et fermées sont fermées aussi dans F’ (tant pour sa 
topologie naturelle, que pour la topologie faible associée) 
il s'ensuit que pour une partie de F, il revient au même d’être 
faiblement relativement compacte (resp. relativement com- 
pacte) dans F, ou dans F", d’où aussitôt la conclusion voulue. — 
Dans la démonstration du lemme 14, 1°, on peut encore facto- 
riser comme indiqué plus haut wu en E-iE,-> Fes 
mais 9 transformant toute partie bornée de F en une partie de G 
ayant la propriété ®, et a fortiori faiblement compacte, 9” 
transformera les parties équicontinues de F” en des parties de G 
(et non seulement G”), ayant encore la propriété ®; comme on 
peut supposer que k transforme la boule unité de F, en une 
partie équicontinue, il s’ensuit que e"k transforme la boule 
unité de F, en une partie de G ayant la propriété D. Rempla- 
cant E par E,, F par F,, » par yk, on est bien ramené au cas 
où les espaces E, F sont des espaces de Banach. — Quant au 
corollaire 1 du lemme 14, il résulte aussi tout de suite de la 
conjonction du th. 9, 1° et du lemme 14, 1°. Enfin, dans la pre- 
mière partie de la démonstration du théorème 6 du chapitre 2, 
nous ne nous référons qu’en apparence à la deuxième partie 
du lemme 13, car l’espace dans lequel on applique E étant un 
dual, c’est la première partie du lemme 13 qui intervient réel- 
lement ici. 

Je profiterai aussi de l’occasion pour signaler que je me réfère 


_ 
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plusieurs fois, notamment au chapitre 11, paragraphe 1, à un 
article « La théorie de FrepHorm » (à paraître dans Summa 
Mathematicae Brasiliensis; cette référence est notée [11] dans 
mon mémoire), pour certaines propriétés fines des valeurs pro- 
pres des opérateurs compacts dans l’espace de Hilbert. 
M’étant aperçu ensuite que ces résultats étaient connus déjà, 
[essentiellement contenus dans : H. Wevz, Proc. Nat. Acad. 
Sci. U.S.A, 35, 408-401 (1949)] j'ai renoncé à les faire figurer 
dans l’article en question, contrairement à mon intention 
première, de sorte que les références que j'y avais faites devien- 
nent inadéquates. 

Voici enfin le contre-exemple promis au début. Soit M un 
espace de Banach, F un sous-espace vectoriel fortement ferme 
de M’ dont la boule unité soit faiblement dense dans celle 
de M’, enfin u une application linéaire d’un espace de Banacu E 
dans F, intégrale en tant qu’application dans M’ mais non 
en tant qu’application dans F. (On va prouver plus bas qu’on 
peut trouver une telle situation, même avec E réflexif.) Sort G 
l’espace F muni de la topologie +(F, M) induite par «(M’, M), 
done le dual de G est M, les parties bornées de G sont celles 
qui sont bornées dans M’ i.e. bornées dans F au sens de la 
norme, donc la topologie forte du dual de G est la topologie 
normée de M. Comme u définit une forme bilinéaire intégrale 
sur E X M, u est une application intégrale de E dans G. 
Cependant, u n'est pas une application intégrale de E dans un 
espace Gg (B étant une partie bornée convexe cerclée conve- 
nable de G) car (G et F ayant les mêmes parties bornées) 
u serait aussi intégrale en tant qu’application de E dans F, 
ce qui est contraire a l'hypothèse. — Il reste à prouver qu'on 
peut trouver M, F, E, u comme indiqués. Nous admettrons 
pour ceci le fait élémentaire suivant (non publié): Soit Q un 
espace de Banacu, P un sous-espace de Banacu, alors les 
conditions suivantes (prises d’ailleurs parmi une vingtaine de 
conditions équivalentes du même genre) sont équivalentes : 
a.P" est facteur direct dans Q” (ou encore : P° est facteur direct 
dans Q’); b. Pour tout espace de Banacu E (qu’on peut supposer 
aussi restreint à être réflexif et séparable par exemple), toute 
application intégrale de E dans Q telle que u(E) cP, est une 
application intégrale de E dans P. Ceci admis, prenons M =, 
et prenons pour F un sous-espace vectoriel fortement ferme de 
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M' cl* contenant c, (de sorte que sa boule unité sera bien faible- 
ment dense dans celle de M’). Il faut montrer seulement qu’on 
peut choisir F de telle fagon que F" ne soit pas facteur direct 
dans le bidual de I”. Posant R =/*/c,, il suffit de prendre 
l’image réciproque dans /* d’un sous-espace de R dont le bidual 
n’est pas facteur direct dans le bidual de R. Or R est isomorphe 
4 un espace C(K) des fonctions continues sur un espace compact 
infini K (K est le complémentaire, dans le compactifié de 
Grong-Cecu de l’ensemble N des entiers naturels, de ce 
même ensemble N). Comme bien connu, tout espace de BANACH 
séparable est isomorphe à un sous-espace d’un tel C(K), 
qui contient en particulier, par exemple, un espace de HILBERT 
de dimension infinie. Ce dernier est identique à son bidual, 
et comme il est bien connu n’est pas isomorphe à un facteur 
direct d’un espace C(K); il répond donc à la question. 

Je profite de l’occasion pour signaler une affirmation erronée 
de l’article : «Sur les applications linéaires faiblement compactes 
d'espaces du type C(K) », Can. Journal of Math., vol. 5, pp. 129- 
173 (1953). Il s’agit du lemme 4 de la page 144, affirmant que 
l’espace «” des fonctions m fois continiment différentiables 
sur un ouvert ou un cube compact de R", muni de sa topologie 
naturelle, est isomorphe à un facteur direct de l’espace des 
fonctions continues sur un espace localement compact conve- 
nable. La démonstration est manifestement erronée, les g, 
construites ne satisfaisant pas aux conditions voulues; il en 
est encore de méme de la démonstration donnée en note de bas 
de page, car (avec les notations de cette note) il n’est pas vrai 
que <™(K, e(K,)) s’identifie à &”(K X K,). En fait, j'ai 
démontré que pour un cube K de dimension > 2, &”(K) ni 
même son bidual ne peut être isomorphe à un facteur direct 
de l’espace de fonctions continues sur un compact convenable. 
(Pas de démonstration ici.) De ce fait, la prop. 7 de l’article 
cité reste non démontrée. Le résultat faux du lemme 5 est 
mentionné à diverses reprises dans des travaux ultérieurs, 
comme mon mémoire aux « Memoirs » cité dans le titre, et est 
donné en exercice dans mon cours d’Espaces Vectoriels Topo- 
logiques (Sao Paulo, 1953-1954), où il ne figure pas dans les 
Errata. Cependant en aucun endroit il ne figure dans la démons- 
tration d’une proposition autre que celle signalée plus haut. 


FONCTIONS RATIONNELLES SUR UN CORPS FINI 
par Paul RIVOIRE 


I. — GENERALITES 


Etant donnés un corps de base K, et son corps des fractions 
rationnelles à une indéterminée K(X), rappelons qu’un K-auto- 
morphisme s de K(X) est bien déterminé par la fraction 
rationnelle s(X); celle-ci est nécessairement de la forme 
aX + b 
LS = a (ad — bc Z 0). 

Une telle propriété permet de caractériser le groupe G des 
K-automorphismes de K(X) comme groupe des homographies 
as ee. a, b, c, d étant des éléments de K 
cX +d 
tels que ad— be £0. (c.f. Van der Waerden, Moderne Algebra, 


régulières X — 


__ Si K est infini, le corps des invariants Kg de K(X) par 
le groupe G est évidemment réduit a K. 

— Si K est fini, donc nécessairement de caractéristique 
p > 0, Gest fini, donc Kg, contient des fractions rationnelles 
non constantes, et le théorème de Liiroth montre d’ailleurs 
que c’est une extension transcendante pure de K. 

Dans ces conditions, il est possible d’appliquer les résultats 
de la théorie classique de Galois — extensions galoisiennes de 
degré fini — à l’étude de G et de ses sous-groupes. On rappelle 
que G est isomorphe au groupe projectif des matrices carrées 
régulières d’ordre 2, a éléments sur K. Il est d’ordre q° — 4, 
q désignant le nombre d’éléments demie 
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II. — CORPS DES INVARIANTS DE G 


Le transformé de X’— X par ef 1) est : 


X1 — X 
(ad — bc) EX 4d) —. 
Ê NX 
¢ — 1 — be) >: Cel 
Celui de X X est: (ad— bc) EX + dj" Cela montre 


(XF — X}1*° 


que la fraction rationnelle I(X) = (xi xy est invariante 


par s. Cette fraction, que nous pouvons mettre sous la forme : 


q Ts 
[> xu=vur» | 

I(X) = (KIB Xiece 

Puisque I(X) est invariante par s, K(I) est contenu dans Keg: 
(K(D ¢ Ke ¢ K(X)), et l'inégalité (K(X)/K(I))<q°'—qimplique: 

(Ke/K(I)) <1, 

puisque (K(X)/Ke) = 4’ —4¢- 

On en conclut alors que Kg =K/(I), 1. e.: 


aay 


, est de hauteur inférieure a g —q. 


RUE 


III. — SOUS-GROUPE DE G. 
CORPS DES INVARIANTS CORRESPONDANTS 


Le groupe des « similitudes » H: X—aX + b, est d'ordre 
g(g—1) et admet, pour corps d’invariants : 


Ki = F,((X'—X)-). 


Le groupe des translations H’: X—X +0, est d’ordre q. 
C’est un sous-groupe distingué de H, et son corps des invariants 


rx») 


est une extension galoisienne (même cyclique) de Kx. 
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Le groupe des homothéties H, : X — aX, qui est aussi le groupe 
relatif de Ky sur Ky, est d’ordre g—1. Son corps des invariants 
est évidemment Ky,=F,(X‘~'). Rappelons que H est le 
produit semi-direct de H’ par H,. 

Deux sous-groupes conjugués de H, désignés par G, et G,, 
sont respectivement définis par les conditions 


(1) «catb=c+t+d>» 
(2) «atec=b+d» 


En caractérisitique 2, ils sont identiques. 
En caractéristique -£ 2, leur intersection G,nG,, d’ordre 


‘a b 
qg— 1, est l’ensemble des automorphismes (5 3 ). Le corps des 
invariants de G, est: 


| 
YX 4)aq-) 
Kak F,( (X — 1)" ) 


ieee EE 


Celui de G, est : 


Kom (TR) 


Les groupes H, = HnG, et H_=HnG, sont définis 
par les conditions « dégénérées » 

(1) atb=1 

(2’) a—b=1. 


Ils sont d’ordre g — 1, et admettent respectivement pour 
corps d’invariants : 


Ky. =F,((X—1)"'—1) | et | Ku_= FX +01) 


Désignons par Q l’ensemble des carrés de F; Crest un sous- 
groupe multiplicatif de F*, d'indice 2 en caractéristique p DS, 
et s’identifiant a F* en caractéristique 2. Nous supposons, 
dans ce qui suit, p # 2. ; 

Le groupe Ha, ensemble des automorphismes X — aX + 6 


aa = l'AC 
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pour lesquels ae Q, est d'ordre q(q — 1)/2, et son corps des 
invariants est : 


Ka =F, (0-27). 


C’est une extension cyclique de Ky. Si nous envisageons, de 
la même manière, les groupes H_,,9= Han G, et H-5=H 06e 


ils sont d’ordre a distingués relativement à H_, et He: 


admettent pour corps d’invariants : 


Ku... = FX — 1)" —1) 
Kai = F,((X + 4)" —1) 


Le groupe G, qui se compose de tous les automorphismes — 
pour lesquels D(s) = 1, est d’indice 2 en caractéristique ~ 2, — 
et s’identifie à G en caractéristique 2. +. | 

Rappelons qu’il est simple, sauf si q = 2 oùq 23 HAE 
Dickson, Linear Groups, Leipzig 1901). En caractéristique 

_ 2, son corps des invariants est une extension cyclique de Kg. 
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FUNCTIONAL SPACES AND FUNCTIONAL COMPLETION (’) 
by N. ARONSZAJN and K. T. SMITH 


INTRODUCTION 


The incentive for the development of a general theory of 
functional completion has been the need for complete classes 
of admissible functions in differential problems. Traditionally 
the admissible functions have been assumed to be sufficiently 
regular, but during the evolution of existence proofs 1t became 
necessary to reconsider the hypotheses of regularity. In the 
final analysis, existence proofs use the completeness of the 
class of admissible functions with respect to a norm deter- 
mined by the problem. On the other hand, the usual classes 
of sufficiently regular admissible functions are not complete. 

In some instances it has proved feasible to adjoin to the 
usual class of admissible functions suitable ideal objects to 
obtain a class with the required properties of completeness, 
the «abstract completion », to extend the differential opera- 
tor to such ideal objects, to prove the existence in the enlarged 
class of a solution to the problem in question, and finally to 
prove by using the special character of the problem that the 
solution is necessarily one of the original admissible functions (°). 
Often the last step is unmanageable, however, and then the 
very questions of which the differential problem is composed, 
questions of differentiability of the solution, its boundary 
values, etc., are meaningless. Furthermore, comparison of 
the enlarged classes arising from two different problems 1s 


(!) Paper written under contract with Office of Naval Research, Nonr 58304. 
(?) See for example, K. O. Friepricus [16]. 
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not possible in any direct way, and there are questions in which 
such comparisons are necessary age 

In some problems, especially those connected with the 
Laplace operator, there have been scattered attempts to com- 
plete the usual class of admissible functions by the adjunction 
of conerete functions determined in a definite way by the 
original class of functions and its norm (‘). The success of these 
attempts was notable for the reason that the problem of com- 
pletion by functions was not then well defined. They are 
the fore-runners of the general theory of functional comple- 
tion. 

The basic difficulty in the completion by functions of a 
functional class lies in the impossibility of using functions 
which have significant values at each point. It is in the nature 
of the problem that if there is a functional completion at all, 
then associated with it are certain exceptional sets of points. 
Any two functions which differ only on one of the exceptional 
sets must be considered equivalent. 

Thus the problem of functional completion divides into two 
parts. The first of these is to find a suitable class of excep- 
tional sets. The second is to find the functions, defined 
modulo these exceptional sets, which must be adjoined in 
order to obtain a complete functional class. It turns out that 
there may be an infinite number of suitable exceptional 
classes (of exceptional sets) in a given problem, but to any one 
of them corresponds essentially one functional completion. As 
to the infinite number of suitable exceptional classes, it is 
clear that the most suitable is the class whose exceptional 
sets are the smallest, for to it corresponds the completion 
whose functions are defined with the best possible precision. 
Whenever such a minimal exceptional class exists the corres- 
ponding completion is called the perfect completion. Use of the 
perfect completion is especially important in differential pro- 
blems, for if the exceptional sets are too large, then it is impos- 
sible to discuss derivatives, boundary values, etc., in the nor- 
mal way. 

In the first sections of Chapter 1 of this paper we give the 

(3) Comparison of the enlarged classes for two different problems is an essential 


part of some recent approximation methods; see N. Aronszasn [3, 7]. 
(4) e.g. O. Nixopym [21]; J. W. Carxrn [11]; C. B. Morrey [20]. 
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precise definitions and general theory of functional completion 
in an abstract setting (°). 

We define exactly the classes of sets which will be called 
exceptional classes, then the functional classes, normed func- 
tional classes and functional spaces relative to a given excep- 
tional class À. This leads finally to a precise definition of 
a functional completion relative to À or relative to any larger 
exceptional class NW 3%. We give a construction of the func- 
tional completion relative to YW’, supposing that it exists. 

The bulk of the chapter is devoted to the more difficult 
problem of determining the exceptional classes relative to 
which a functional completion does exist. We introduce set 


functions 6(A), 6(A), and c,(A). The last, constructed from 
$ by means of functions ¢(¢) of a variable t>0, are called 
capacities. In certain classical cases they coincide with clas- 
sical capacities. The classes of sets for which the functions 


8, à, and c, vanish give bounds for the exceptional classes 
relative to which a completion can exist. We introduce the 
« majoration property », and under assumption that it holds 
(which is always true in cases met in applications) we prove 
that one of the above bounds is exactly the exceptional class 
for the perfect completion, if the perfect completion exists. 
Under the same assumption necessary and sufficient condi- 
tions for the existence of the perfect completion are obtained. 
We obtain also some properties of the functions constituting 
the complete class. These are of importance in applications. 

The chapter is concluded by a discussion of proper functional 


completion, the case where it is actually possible to use func- 


tions defined everywhere. 
Chapter 11 is given to examples. We do not show any of 


(5) A general theory of functional completion was announced by N. ARONSZAIN 
in [2] and presentend in [8]. The new presentation given in this paper differs from 
its predecessor in several respects. The most important is the use of set functions 


to replace the classes of sets & À MA } _ The set functions are simpler conceptually 


and easier to handle. Another improvement 1s the introduction of the maj oration 
property and the solution for spaces having this property of the problem of ae 
completion. By using the majoration property it 1s possible to obtain ; perfect 
completion in all the examples in which formely the theory of measurable apace 
was used. Consequently it has been possible to defer discussion of the latter uae 
the time when they will be used in the theory of pseudo-reproducing kernels. Finally 
the choice of examples is quite different in the two papers. 
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the applications of the theory to differential problems, for 
these will be treated fully in forthcoming papers. Rather, 
we have chosen the examples with the object of bringing out 
in concrete cases the significance of the notions introduced 
in Chapter 1. In some of the examples, however, especially 
example 3, we are able to use the general theory to give new 
proofs of known results. 

The first example treats a well known space of analytic 
functions. 

The second example is the completion of a space of conti- 
nuous functions in which the norm is the L’ norm with res- 
pect to a Borel measure in a locally compact topological 
space. The example is one which is thoroughly discussed 
in measure theory; here it serves exclusively as illustration. 
One point which might be unexpected is that the perfect 
‘completion is not always the space L?(u.), though for the usual 
topological spaces — say metrizable spaces — it is. 

The third example is the completion of classes of functions 
harmonic in a domain and continuous in the closed domain 
in which the norm is the L? norm on the boundary. We 
obtain the extension to n-dimensional spheres, and more gene- 
rally to n-dimensional domains of bounded curvature, of theo- 
rems which are classical in the case of the circle in the plane. 
In particular, by using the capacities as defined in the general 
theory we obtain the extension of Fatou’s theorem to these 
domains (°). 

The last example is the completion of the class of potentials 
of M. Riesz of order a, O<a<n, of finite energy ('). We 
obtain the perfect completion on the basis of the general theory 
of Chapter 1, and we prove that the exceptional sets for the 
perfect completion are the sets of outer capacity 0. We 
establish the following connection between the set functions 
and capacities of the general theory and the usual inner and 


outer capacities: ¢(A)’ — $(A} = c,(A) =y,(A) for any set A, 


(5) The theorem in question is that concerning the convergence of a harmonic 
function to its boundary values. Its extension to domains of bounded curvature 
was obtained by C. de la Vazée Poussin [25]. A further extension to more general 
domains was obtained by I. I. Prrvatorr and P. Kouznerzorr [22]. 

(') The perfect completion for the case « = 2 was conjectured by N. Arons- 
zasN [2]. The perfect completion for arbitrary « was constructed first in J. Deny 
[15]. An independent construction for a = 2 was announced in N. AronszaAgJN [6]. 
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37 


_ where c, is our capacity formed with the function ¢(t) =?’ and 
_ where y, is the usual outer capacity of order a. Furthermore, 
. (A) = y.(A) for any analytic set A, where +, is the usual inner 

capacity of order «(*). These results justify our terminology. 


i 
ë 
__ (8) We prove this result by applying the general theory of capacities of G. Cno- 
| QUET [14, 14a]. The result is new for « > 2. 
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CHAPTER I 


GENERAL THEORY 


§ 4. Linear functional classes. — If f and g are real or 
complex-valued functions defined on respective subsets A and 
B of an abstract set 6, then f + g and af, « real or complex, 
denote the following functions: f+ g is defined on the set 
ANB, and (f+ g) (x) =f (x) + g(x); af is defined on the set A, 
and (af) (x) = af (x). A real linear functional class is a 
class % of real valued functions, each defined on a subset of 
a fixed abstract set &, such that if f and g belong to # and « 
is real, then f + g and af belong to g. A complex linear func- 
tional class is the obvious analogue. A linear functional class, 
or simply a functional class, is a real or a complex linear func- 
tional class. 

The abstract set & in which the functions of a linear functional 
class F are defined is called the basic set of F. A given func- 
tion f in # is not necessarily defined on the whole of the basic 
set 6; the subset on which f is not defined is called the excep- 
tional set of f. Members f and g of & are equal only if they 
are identical. 

In particular, f and g are different whenever their exceptional 
sets are different. For this reason a linear functional class 
is not necessarily a vector space in the ordinary sense. In 
fact, if fand g are any two functions with different exceptional 
sets, then 0.f0.g, for the former has the exceptional set 
of f, and the latter has the exceptional set of g; 0.f-Æ 0.8 
is impossible in a vector space. Similarly, the identity 
(f+ g)—g =f fails in a general linear functional class. 
These examples give already the main deviation from vector 
space behavior, however : addition is associative and commu- 
tative, the usual distributive laws hold, ended fiefs 
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Let & be the class of all exceptional sets of functions in J. 
It is clear that the union of each pair of sets in & is again in &, 
for the union of the exceptional sets of f and g is the excep- 
tional set of f+ g. An equivalence relation is defined on % as 
follows : f==f' if f and f’ are defined and equal save on some 
subset of a setin Ÿ. It is immediately verified that if f= f’ 
and g=g, then af = af and 


f+s=f +8. 


The equivalence classes in %, under the usual definitions of 
addition and scalar multiplication of equivalence classes, 
form a vector space (’). 


§ 2. Functional classes rel. {{ and normed functional classes. — 
Let ¥ be a linear functional class on a basic set &, and let % 
be the class of exceptional sets of functions in %. In practice 
it often happens that more sets must be considered excep- 
tional than those already in ®. In order to treat examples of 
this kind we are compelled to introduce a general notion of 
exceptional class. An exceptional class will serve to define, 
as © defined in the last section, an equivalence relation on the 
class F. In this definition, subsets of exceptional sets play 
the same role as the exceptional sets themselves, so it is 
justifiable to insist that each subset of an exceptional set be 
exceptional. In order to ensure that the equivalence be 
compatible with the linear operations in %, we require that 
a finite union of exceptional sets be exceptional. In order to 
ensure that it be compatible with limit processes, we require 
that even a countable union of exceptional sets be exceptional. 
The formal definition follows. 

An exceptional class in the basic set & is a class Y of subsets 
of & which is 


(2.1) hereditary: if Ae YW and BCA, then Be Y. 
(2.2) s-additive: ifA,¢%,n=1,2,..., then UA,eu("). 


n= 1 


(9) This equivalence relation is not the only one which transforms gd into a 
vector space. The relation with the smallest equivalence classes is given by: 
=f’ if f=f' wherever both are defined. 244 oi} Bes 

(10) We shall use the following standard notation: if A is a class of subsets of a 
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A linear functional class % is a linear functional class rela- 
tive to A if À is an exceptional class which contains the excep- 
tional set of each fin 3 If # is a functional class relative 
to À (written rel. À), then 9 is called an exceptional class 
for %, and the sets in À are called exceptional sets. In order 
to avoid unnecessary repetition we make the following 
conventions: the letter %, with or whitout indices, will 
denote a linear functional class; & will denote its basic set; 
%, with or without indices, will denote an exceptional 
class in 6. 

It is clear that for each linear functional class 3 there exists 
an exceptional class, which in general is not unique. The 
largest exceptional class for % is the class of all subsets of 6; 
the smallest exceptional class for % is the class Lx, where Ÿ 
is the class of all exceptional sets of functions in #; the inter- 
section of any family of exceptional classes for # is again 
an exceptional class for 4. 

Any exceptional class Ÿ for the functional class J defines 
on 3 a natural equivalence relation : f=" if f and f’ are defined 
and equal save on a set in Y. As before, the equivalence 
classes form a vector space, but usually it is more convenient 
to work directly with the functional class and its functions 
than with the vector space and its equivalence classes. Con- 
sequently, the equivalence notation, f=f" will be used rarely. 
In its stead we shall write f=’ exc. A. In fact, we shall 
say that any proposition is true exc. À if the set of points 
at which it is not true belongs to the exceptional class X. Also, 
for two sets A and B we shall say ACB exc. À if A—Be À. 
Similarly, A = B exc. Ÿ means (A — B) U (B— A) el. 

If J is a functional class rel. À, then so is the class 9 of all 
functions defined exc. À and equal exc. À to some function 
in F. &# is called the saturated extension of & rel. A. F is 
saturated rel. Ÿ if it coincides with its saturated extension. 
Let % and &, be functional classes rel. A and A, respectively. 
From the relation 7C%, one obtains no relation in general 
between A and A. If F is saturated, however, then UC Y%l,. 


set &, then %, is the class of all subsets of sets in %; A> is the class of all coun- 
tableunions of sets in A; A5 is the class of all countable intersections of sets 
in 9%. With this notation the fact that À is an exceptional class can be written 


QL = N che 
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A pseudo-norm on a functional class % is a real valued func- 
tion ||f|| on # with the properties : 


(2. 3) [AZ 0, 
(2. 4) lof || =le\|| I, 
(2.15) + gil Silfil+llgll- 


It can be proved by the homogeneity property (2. 4) that 
if a function f in # is equal to 0 wherever it is defined, then 
\f\|=0. A normed functional class rel. À is a functional class F 
rel. À together with a pseudo-norm on 4 which has the property : 


(2.6) ||f\| =0 if and only if f=0 exe. &. 


A pseudo-norm with property (2.6) will be called a norm. 

The following statements can be proved without difficulty. 
In each of them # is a functional class with a fixed pseudo- 
norm. 

1) If F is a normed functional class rel. À, then so is tts satu- 
rated extension (with the natural extension of the norm). 

2) If # C5, then F (with the pseudo-norm of #) is a normed 
functional class rel. À whenever J is. 

3) If Fis a normed functional class rel. W and rel. A" DW, then 
it is also a normed functional class rel. À whenever A’ CAC A". 

4) If F is a normed functional class relative to each of a 
family of exceptional classes, then it is also normed functional 
class relative to the intersection of the family. 

Condition (2. 6) comprises two implications. Taken separ- 
ately they provide bounds above and below for the exceptional 
classes relative to which # can be a normed functional class. 
Let Ÿ be the class of all subsets B of & such that for some f 


in &# with |/f|| =0, BCE (f(z) is undefined, or f(x) #0]. 
Let ” be the class of all subsets B of & such that for every f 
in & with ||f||>9, BDE [f(x) #0]. 


The classes ® and ©” are both hereditary but they are 
not in general 5-additive or even additive. 
5) A necessary and sufficient condition that & be a normed 


| functional class rel. À is that VC ACL. A necessary and 


ne Pepe am GT 


sufficient condition that there be an exceptional class relative 
to which & is a normed functional class is that %, ce’. 
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Remark 1. — The inclusion & Cc” does not hold for all 
%: even when it does, Ÿ, €” may not. 


Example 1. — Take & to be the open interval0 <a<1, and # 
to be the class of functions on & with continuous bounded deri- 


vatives : define the pseudo-norm by ||f|| = f f'(x)\dr. In this 
case the class Ÿ consists of all subsets of ‘8, the class Ÿ’ of all 
subsets with empty interior. There is no exceptional class 
relative to which J is a normed functional class. 


= 145 


Example 2. — Take & to be the closed interval 0 < z = 
and & to be the class of continuous functions on 6; define the 
norm by ||f|| = sup f(x)l. In this case @ is (0), and 2” is 
again the class of subsets of & with empty interior. # is a 
normed functional class relative to the class Y’ of sets of 
Lebesgue measure 0, and also relative to the class Y” of 


sets of first category; but there is no À larger than Y and A”. 


relative to which F is a normed functional class. 


Conciusion. — If there is any exceptional class relative 
to which a given functional class with a pseudo-norm is a nor- 
med functional class, then there is a smallest such class, but 
there may not be a largest. 

In any functional class # with a pseudo-norm convergence 
(in norm) is defined as follows: a sequence {fi of functions 
in & converges to a function f in # (written f, — f, or f=hmf,) 
if |\f,—f||~0. The sequence {f,{ is Cauchy if || f:—fnl| 0: 
F is complete if each Cauchy sequence of functions in # con- 
verges to some function in &. 


Remark 2. — A sequence in # may have several limits. If # 
is a normed functional class rel. 2, any two are equal exc. À. 


Remark 3. — Suppose that # is a normed functional class 
rel. Y, and let V be the vector space associated with # by 
means of the equivalence relation defined by Y. It is clear 
that the pseudo-norm has a constant value on each equivalence 
class. If this constant value is taken as the norm of the 
class, then V becomes a normed linear space in the usual 
sense. A convergent sequence in J corresponds to a conver- 
gent sequence in V, a Cauchy sequence in % to a Cauchy sequence 
in V. &% is complete if and only if V is complete. 
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$ 3. Functional spaces. — In a general normed functional 
class norm convergence of a sequence of functions /, has no 
bearing upon the convergence of the functions pointwise. 
The object of the rest of this paper is to study functional classes 
in which the two kinds of convergence are linked. 

A functional space rel. À is a normed functional class rel. À 
in which the following condition holds : 


(3.1) If f,—f, then there is a subsequence {f,, | such that 
f(æ)— f(x) exe. A. 


In the statements below, F is a functional class with a fixed 
pseudo-norm. 

1) If 3 is a functional space rel. A, then so is its saturated 
extension. 

2) 1f8 CF, then # (with the pseudo-norm of F) is a functional 
space rel. À whenever F is. 

3) If % is a functional space rel. YW and rel. AY DW, then # 
is a functional space rel. À whenever WCACY. 

4) If F is a functional space relative to each of a sequence 
of exceptional classes, then is a functional space relative to 
their intersection. 


Proors. — Statements 1), 2), and 3) can be obtained easily 
from their counterparts in the preceding section. Statement 
4) is obtained as follows. Let % be the intersection of the 
sequence {M,{. If # is a functional space relative to each 
Y%,, then by 4), section 2, % is a normed functional class rel. 
%. If f,—f, then there is a subsequence {f;,,; such that 
f(x) f(x) exe. À,; then a subsequence {f,,,{ of {fin} such 
that f.,.(z) — f(x) exe. LE — hence also exc. %,N%,. The 
standard diagonal process yields a subsequence of the original 
{f,}, which converges at every point exc. À; thus F is a nor- 
med functional class rel. Ÿ in which (3. 1) holds. 


Remark. — Even if 3 is a functional space relative to some 
exceptional class À, 4) cannot be used to obtain the existence 
of a minimal exceptional class relative to which it is a functional 
space; for 4) provides only for countable intersection of excep- 
tional classes. As yet there is neither a general proof nor a 
counter-example for the existence of such a minimal class. 
It is certain that there need not be a largest exceptional class 
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relative to which F is a functional space. This is shown by 
Example 2 of the last section. 


Examples. — Example 2 of the last section provides two 
functional spaces. Other common functional spaces are 
the spaces L’, p>1. To be specific, let & be the interval 
0<a<1, and let & be the class of subsets of & of Lebesgue 
measure 0; then L?, p>1, is the class of all functions f 
defined exc. À which are measurable and such that 


Wlb= Sf fl@)P ant? <0. 


With the indicated norm, L/ is a functional space. 

Proper functional spaces. A proper functional class is a 
functional class rel. A = (0), the class consisting of the empty 
set. A proper normed functional class is a normed functional 
class rel. (0). A proper functional space is a functional space 
rel. (0). 

5) Either of the following statements is a necessary and suf- 
ficient condition that a proper normed functional class F bea 
proper functional space. 

a) If f,—f, then f,(x) —f(x) for each x in &. 

b) For each x in &, the expression f(x) is a continuous linear 
functional on %. 


Proor. — The sufficiency of a) and the equivalence of a) 
and b) are evident. We prove the necessity of b). It is 
clear that the expression f(x) is a linear functional on ¥. If 
it is not continuous, then it is unbounded on each sphere 
fe, so for each n there is an f, satisfying j|f|| <1/n 
and |f,(x)|=n. Obviously f,—0, but no subsequence of 
f,(z) does. This requires that æ belong to an exceptional 
set, and contradicts the fact that there is no exceptional set 


but 0. 


§ 4. Functional completion. — It is well known that the 
functional space L? described in the example in the last 
section is obtained by completing a simpler functional class. 
Let & be the interval 0<æx<1, and let C, denote the func- 
tional class of all continuous functions defined everywhere 
on & with the norm. 


lilo =! 1Fa) Pe dat. 


MRP A PS - 
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C, is a proper normed functional class. It is not complete, 
nor is it a proper functional space. The exceptional class 
consisting of sets of Lebesgue measure 0 and the functional 
space L’ provide the solution to the following problem: to 
find an exceptional class N relative to which C, is a functional 
space, and to find a complete functional space & rel. X which 
contains C, as a dense subset. 

A normed functional class 3 rel. 9{ is embedded in a normed 
functional class # rel. YW if FCF, ACA’, and the norm 
of each function in % is the same as its norm as a function 
in #. A subset 9 of a normed functional class % (or of any 
functional class with a pseudo-norm) is dense in % if each f 
in # is a limit of a sequence $/,{ in ®. A functional completion 
of a normed functional class & rel. Y is a functional space 
F rel. YW’ such that F is embedded in 9 and is a dense subset 
of #. 

In the statements which follow % and 3% denote normed 
functional classes rel. Yt and I’, respectively. 

1) F is embedded and dense in its saturated extension. 

2) # is complete if and only if its saturated extension is 
complete. 

3) If F is a functional completion of 3, then the saturated 
extension of # is also a functional completion of %, and it is 
the only saturated functional completion rel. Y. 


Proors. — 1), 2) and the first part of 3) are obvious. Sup- 
pose that # and 3" are two saturated functional completions 
rel. Ÿ of ¥ We shall show that # C3", from which it will 
follow by symmetry that # and 9° are identical. — Let f 
belong to 4. Then there is a sequence ‘f,} of functions in 
3 such that as elements of 9’, f,—f, and such that f(x) — f(x) 
exc. X. The sequence {f,} is necessarily Cauchy in #, and 
since || = |lgl| = |lgll’ for all g in %, it is Cauchy in # 
too. As F is complete, there is an f” in # such that 
f.>f" in #. For a suitable subsequence, therefore, 


f'(x) = limf, (æ) = f(x) exe. N°. 


Since # is saturated, f belongs to 4”. Thus 4 and g" are 
identical functional classes; their norms agree as they agree 
on the dense subclass #. 
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In view of the first part of 3) there is never a loss of gene- 
rality in restricting our discussion to saturated completions. 
This is sometimes convenient because of the uniqueness pro- 
perty described in the second part of 3). 

4) If 5 has a functional completion rel. ’, then the saturated 


completion § rel. XU is described as follows : a 
(4. 1) A function f defined in & belongs to %’ if and only 


if there is a Cauchy sequence {f,4 in 9 such that f,(x) — f(x) 


exc. WU. If f belongs to 5’, then \\f||=lim||f,|| for any such 
Cauchy sequence. 


Proor. — From the definitions of functional completion 
++ is clear that for each f in the completion there is a sequence 
with the properties listed. On the other hand, suppose that 
f is a function for which there exists such a sequence }f,{. 


As {f,} is Cauchy, it has a limit f’ in 3’, and for a suitable 


subsequence {f, }, f (x) = lim f(x) = f(z) exc. W. Since g' 
is saturated, it must contain 

5) If % has a functional completion rel. Ÿ and rel. A"> W, 
then it also has a functional completion rel. 1” ~whenever 
Ql’ CE 9t/” les Ql”. 

Proor. — Under these circumstances a functional comple- 
tion # rel. Ÿ is in fact also one rel. W”. It is sufficient to 
show that F is a functional space rel. A”; for this it is suffi- 
cient (see 3), section 3) to show that % is a functional space 
rel. Y’. The only point which requires verification is that 
if f= 0 exe. Y”, then ||f/|/= 9. It is easy to see, however, 
from the description (4. 1) that # is embedded in the saturated 
completion rel. Qt’, so that f= 0 exc. Y%” and ||f| 90 are 
incompatible. 

6) If 3 has a functional completion relative to each of a 
sequence {%,} of exceptional classes, then it has a functional 
completion relative to their intersection. 


Proor. — Let Y’ be the intersection, and let $ be the class 
of functions described in (4. 1). Define ||f|| for these func- 


tions as it is defined there. It is evident that 3 is a functional 
class rel. W. Let %, be the saturated completion rel. Y,. 


From 4) it follows that for each n 3 is embedded in %,. From 
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this it follows directly that the norm on 9 is well defined, 
and that # is a functional space rel. Y,. 

Consider a function f in %,. There is a Cauchy sequence 
{fxt in F converging exc. A, to f. Now, {f,} is Cauchy in every 
F,, therefore convergent in every 4; Hence for each 7 it 
contains a subsequence which converges pointwise exc. Y. 
By the diagonal process it is possible to obtain a subsequence 
which converges exc. Ÿ', converges therefore exc. YW’ to a func- 
tion fin #. We have proved that FCF,, and that each 
f in 5, is equal exc. Y, to an f” in $. This means that 5, 
is the saturated extension of # rel. %,, so that F, like &, is 
complete and is a functional space rel. A. By 4), section 3, 
# is a complete functional space rel. Ÿ. That % is embedded 
and dense in # does not require proof. 

This proof shows the possibility of using (4. 1) not only 
in describing a functional completion known a priori to exist, 
but also in making an existence proof. Whenever % is a nor- 
med functional class rel. CW’, (4. 1) defines a class of func- 
tions # which is a functional class rel. Ÿ. It also gives a 
procedure to define a norm in 3; this norm is well defined 
if and only if it does not depend on the choice of the Cauchy 
sequence {f,} converging to f pointwise exc. JE 

7) (a) % is a normed functional class rel. A’ if and only 
if for each Cauchy sequence \f .; in 3 which converges pointwise 
exc. YX’ the conditions f,(z)~0 exc. Y’ and ||f,||—0 are 
equivalent. If § is a normed functional class rel. Y', then J 
is embedded and dense in #. 

(b) If # is a normed functional class, and if each Cauchy 
sequence in % contains a subsequence which converges exc. W, 
then & is complete. % is a functional completion of 4 if and 
only if it satisfies this condition on Cauchy sequences and 1s 
a functional space rel. 2. 


Proor. — (a) If # is a normed functional class rel. YŸ 


(which implies in particular that the norm in # is well defined), 
then a sequence }{f,{ of the type indicated has a limit f in 


§ to which it converges pointwise exc. 9’. Each condition 
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which follows is obviously equivalent to the conditions adja- 
cent to it: (i) [fAl—0; (i) [fII=0; Gu) fix) = 0° exe. WY; 
(iv) fix) —0 exc. W. 

Suppose that % has the property described in (a). If for 
an f in # there are Cauchy sequences (f,} and fg,} in 3 which 
converge exc. Y’ to f, then | |\fx|—||sal| I<Ilfn— || 9, for 
(f,— gt is a Cauchy sequence which converges to 0 exc. W’. 


Therefore the procedure of (4. 1) for norming 3! is well defined; 
the norm of an f does not depend on the particular approxi- 


mating sequence. The proof that $ is a normed functional 
class rel. Ÿ in which % is embedded offers no difficulty. In 


order to show that F is dense in # we verify the fact that if 
f is a pointwise limit exc. YL’ of a Cauchy sequence {f,} in J, 
then®(|f,=fij> 0" ForJeach in, fo soi 1508 pointwise limit 
exc. Ÿ of the Cauchy sequence {f,—fn} in F, so that by defi- 
nition ||f,—f || = lim ||f.—fm||, and this can be made 


arbitrarily small by proper choice of n because the sequence 
{fai is Cauchy. 


(b) If # is a functional completion, then by definition 
it is a complete class and a functional space rel. Yl’; hence 
each Cauchy sequence has a subsequence which converges 
exc. YM’. 

To prove completeness under the hypothesis in (6) it is 
sufficient, since we have already established that % is embedded 


and dense in 3%’, to prove that each Cauchy sequence in & 


has a limit in #. By hypothesis each Cauchy sequence in 
% has a subsequence which converges exc. W. The pointwise 


limit of this subsequence belongs necessarily to 3’, and it is 
the limit in norm of the subsequence, therefore also of the 
sequence. 


Remarx 1. — It is particularly important in applications 
to make use of completions for which the exceptional sets are 
as small as possible, for in these the functions are determined 
most accurately. If there is a smallest exceptional class Y 
relative to which a given # has a functional completion, then 
the saturated completion rel. Yf is called the perfect comple- 
tion of %. Proposition 4) is relevant here, but it cannot 
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be used, even with the hypothesis that there exists some 
completion, to deduce that there exists a perfect completion. 
It provides only for countable intersection of exceptional 
classes. This general question of existence is open. We were 
able, however, to settle it under special assumptions general 
enough to have a wide range of applications (see the end of 
section 6). 


§ 5. The functions à and ¢ and the classes which they define. 
— In this section and the next we introduce certain functions 
and classes of sets which lead toward solutions, partial or 
complete, to the following problems : (1) to decide when a given 
normed functional class admits a functional completion; (it) to 
decide when it admits a perfect completion; (tit) to describe the 
exceptional sets for a perfect completion. The classes intro- 
duced will provide explicit bounds for the exceptional class 
of a perfect completion; in every example where a perfect 
completion has been found, its exceptional class coincides 
with the bounds given. Throughout the two sections À is a 
fixed exceptional class, % is a fixed normed functional class 
rel. A. The initial definitions follow. 


Derinirion a). — Ÿ is the class of all sets BC& for which 
there is an fin & satisfying |f(x)|= 1 on B exc. Y; for each B 
in &, À(B) is the infimum, over all fin J satisfying \f(x)| = 1 on 
B exc. À, of the numbers ||f||. 


DEFINITION b). — & is the class of all sets BC& for which 
there is a Cauchy sequence {f,{ in F satisfying lim inf a oie 1 
on B exc. %; for each B in Q, 6(B) is the infimum, over all 
Cauchy sequences {f,{ in 9 satisfying lim inf |f,(z)| = 1 on B 
exc. À, of the numbers lim |/f,\|. 


Derinirion c). — @’ is the class of all sets B in £ with 4(B) =0; 
@ is the class of all sets B in © with 6(B) = 0. | 
The first two statements below follow directly from these 


definitions. 
1) If Ae, then Ae and (A)=0; ifBe£ and B=B 
exc. À, then B'e%, and 6(B) = 4(B’); if Bet and B'CB, then 
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Be, and 6(B’)<4(B). The same statements hold for Ÿ and é. 
Consequently, Ÿ, &", &, and & are all hereditary and contain À. 

2) CCRC; if Be, then è(B)Z0(B). Hence ga ("). 

3) (a) If is a functional space rel. A then A=’. 
) If % is complete and a functional space rel. Y, then 
$(B) = 0(B) and A=L = Ÿ. 

) (a) For each Be’ there is a sequence (fi in F such 

that |\f,|| ~ 0 and |f,(x)|— © on B exc. X. 

(b) If BCE is such that for some sequence {ft in 3, [fill 0 
and lim|f,(x)| > 0 on B exc. À, then Be Q®. 

5) If BCé& is such that for some Cauchy sequence {f,} in F, 
\f,(a)|—~ © on B exe. À, then Be. 


(b 
= 


@ = 


Proors. — 3) (a). By 1) ACL. On the other hand if 
Be’, there exists {f,} such that ||f,|| > 0 and |f,(x)|=1 for 
xeB exc. A. By definition of functional spaces it follows 
that Be Y. 

3) (b). In view of statements 1) and 2) and 3) (a), we have 
only to prove that 2D and 4(B) <é(B). Let Be and 
let {f,} be a Cauchy sequence such that lim inf|f,(z)| = 4 
for ceB exc. %. Since # is a complete functional space 
we can find a subsequence {f,} and a function fe # such that 
(fi —f and f.(r)— f(x) exc. Y. It follows, \f(x)|=>1 
for xe B exc. A and lim||f/|| = ||f|| and thus both our assertions 
are proved. 

4) (a) If 6(B) =0, then for each n there is a function g, in 
% such that |\g,|| << 1/n® and|g,(x)|= 1 onB exc. A. Take f, = ng,. 


1 > 
(>) If Bea =E[Ifele)|=—-]> then 2(B,,.) SAllfal| and 
BC U U () B,,, exc. À. On the other hand, a B,, € ©’, 


REA ne n=l 


for à, (|B. ,) Sint 3B) Sink k||f,|| = 0. Hence the result. 

5) Let M=lim||f||. For each ¢>0, the sequence {ef,} is 
a Cauchy sequence in & satisfying liminf|</,(~)|= 1 on B exc. 
%. Therefore ¢(B)< EM. | 


(4) In general the equality &° = {0 and even %9 = go is not true, as will be shown 
at the end of the example in section 9. 
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The rest of the section is given to the statement and proof 
of its main theorem. The theorem displays necessary and 
sufficient conditions that # be a functional space, or that 
it admit a functional completion, relative to a given exceptional 
class X DV. The conditions for the existence of a functional 
completion rel. {’, unlike those given in section 4, are expres- 
sible within # and YQ’, without recourse to the auxiliary class 


F (which is always the functional class defined by (4. 1)). 


However, new information about % is required for the proof 
of the theorem. Since this has independent interest, we 
state it as a lemma distinct from the main line of argument. 


When # is a normed functional class rel. Qf’, the classes ¢ and 
® and the function © formed for # are denoted by &, {, and à. 


Turorem. — Let 3 be a normed functional class rel. À, and 
let ADN. 

(a) In order that 3 be a functional space rel. YU’ it is necessary 
and sufficient that conditions 1, and 2, be satis fied. 

1, If f(z) =0 exc. YW’, then [fU= 0. 

2, Each sequence of sets B,, such that 6(B,) — 0, contains a 
subsequence whose limit superior belongs to Y'(’*). 

(b) In order that ¥ have a functional completion rel. A at 
is necessary and sufficient that conditions 1,, 2, and 3, be satis- 

ed. 
; 4, For each Cauchy sequence {ft in S which converges 
pointwise exc. YU’ the conditions f,(z) — 0 exc. W and [fil > 0 
are equivalent. 

2, Each Cauchy sequence ff,i in 4 contains a subsequence 
which converges pointwise exc. r 

3, Each sequence of sets B, such that 6(B,)—0 contains a 
subsequence whose limit superior belongs to W. 


Lemma. — Let 3 be a normed functional-class rel. À, let ND A, 
and suppose that conditions 1, and 2, are satisfied. Then g' 


(2) The standard definitions of the limits superior and inferior of a sequence 


{B, | of sets are as follows : lim sup B= () U B,; liminf B, = U ‘a B, The 
k=in=k k=, 

limit superior consists of those points which belong to infinetely many B,, the 

limit inferior of those points which belong to all but finitely many Ba. 
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is a complete normed functional class rel. Vs Jf B= B exc. Y 
for some set Be®, then B'e% and Ô(B') £ 5(B). [fable %; 
then there is a set B e Ÿ such that B’ = B exc. W and 6(B’) = 6(B). 


Proor. or THE Lemma. — The truth of the first part of 
the lemma, which states that # is a complete normed functional 
class rel. 9’ can be seen from proposition 7) section 4. 


Suppose that B’C& is equal exc. Y to some Be. For 


each € => 0 there is a Cauchy sequence {f,j in % satisfying 


lim inf |f,(x)| => 1 on B exe. % and lim ||f,|| < 6(B) + €. 


Because of 2, it can be assumed that {f,} converges pointwise 
exc, W. Then its pointwise limit f belongs to # and satisfies 
F(x)|Z 1 on B’ exc. Y. Therefore B'e t, and 


3(BY) < [IF = lim [fl] S Ê(B) + €, 


so that Ô(B') < 2(B). 

Suppose that B’ belongs to @& For each € > 0 there is a 
function f in 9 satisfying |f(z)| = 1 on B’ exc. W and 
If < 6(B)) + «. There is also a Cauchy sequence {f,} 


in # which converges pointwise to f exc. Ÿ. Let B. be the 
set of points x in B’ such that lim inf|f,(z)| 241. Then 
Be, B.=B’ exc. Ÿ', and 


&(B,) < lim |A] = (|f|| Se(B) + «. 
Li. Bo ()B.,» where €, — 0, then Bex, B =)\B4.exc. oY, 


n=1 
and 6(B) < 6(B’). The inequality 6(B) >6(B’) was established 
in the last paragraph. . 


PROOF. OF THE THEOREM. — First we shall use the lemma 
and results from section 4 to show that (b) is implied by (a). 
Then we shall prove (a). 

Because of 4), section 4, % has a functional completion rel. W’ 


if and only if # itself is a functional completion rel. {’. Because 
of 7), section 4, $ is a functional completion rel. Y’ if and only 
if 1, and 2, hold, and in addition 3’ is a functional space. If 


ss 
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1, and 2, are assumed, then, by virtue of the lemma, 3, (as 
it stands) is equivalent to 2, (as applied to W). Therefore 
(b) is implied by (a). 

Suppose that F is a functional space rel. W. Obviously 1 
holds. If {B,{ is a sequence of sets in &, then for each h 
there is a function f, in % satisfying |f,(x)| > 1 on B, exc. À 
and ||f,|| << ¢(B,) + 1/n. If 6(B,) 0, then, as F is a fune- 
tional space rel. YI’, there is a subsequence {f,, of }f,{ which 
converges pointwise to 0 exc. N. Since lim sup |f,,(x)| > 1 on 
lim sup B,, exc. YA, lim sup B,, must belong to QM’; and 2, 
holds. 

Suppose that 1, and 2, hold. It is clear (from 1, alone) 
that % is a normed functional class rel. W. Given a sequence 


{fn} in & with ||f,|| —0, set B, = E (|fn(2) |= 1/M,], where {M,} 


is any sequence of positive numbers converging to infinity and 
such that M,||f,|| 0. Then B,e&, and ¢(B,) —0. By hypo- 
thesis, there is a subsequence {B,,{ of {B,{ with lim sup B,, e Y. 
On the complement of limsupB,,, f(x) —0 exc. Y. There- 
fore f(x) —0 exc. Y'; hence the defining property of a func- 
tional space is true. 


Corotiary. — If 3 is a functional space rel. W, then WD. 
If ¥ has a functional completion rel. W', then W De. 

This follows from the fact that for Be 2” (or Be &°) we can 
put B,=B in condition 2, (or 3;). 


Remark 1. — The second part of the theorem and the lemma 
show that Ÿ and 6 play the same role for completion of # as £ 
and à for # À simple consequence of the lemma is that g 
is the class of all sets equal to some set in & exc. Y’, and that 
3(B’) = min 6(B) for all Be @ such that B=B’ exc. Y’. 


§ 6. Capacities. — In section 5 a lower bound for the excep- 
tional class of a perfect functional completion was given. In 
this section an upper bound is given, and additional conditions 
for the existence of functional completions are obtained. 
The description of the upper bound resembles that of the lower 
bound : certain set functions on the basic set are introduced, 

10 
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and the upper bound is determined as the class of null sets 
for these functions. In some of the differential problems which 
have had a decisive effect on the development of the thoery 
of functional spaces the set functions in question prove to 
include among them the classical capacities. For this reason 
they will be called capacities in the general case also. Throu- 
ghout the section, Y is an exceptional class; # is a normed 
functional class rel. A; and 6, Ÿ, etc. are the functions and 
classes defined in section 5. 

If g(t) is a non-negative real-valued function satisfying 
(i) o(t) is defined for all t>0, ¢(t) > 0 for t > 0; (ii) ¢(é) is non- 
decreasing; (ii) ¢(0) = lim ¢(t) =0; then ¢ determines a set 

t>0 
function c, on Ÿ, as follows : 


(6.1) For each Be®,, ¢,(B) =inf >) ¢[8(B,)], where the 


nat 
infimum is taken over all sequences {B,} Cc such that BC U Ra 
Catt 
The set function c, is called the ¢-capacity. Only routine 
calculation with the definition is needed to establish the fol- 
lowing properties of c = Cg. 


(6. 2) (a) For each Be, c(B) ws a non-negative real num- 
ber or + ©. 
(b) If BCB’ then c(B)<c(B’); c(0) = 0. 
c) If B=\|JB,, then c(B)< > ¢(B,). 


( 

(d) For each Be &, e(B) is finite. 

(e) To each ¢>O corresponds a ¢>0 such that if 
6(B)<é, then c(B)<e. 


a 


yy 
C 


[Ms 


In order to shorten notations and make proofs easier to 
read we will operate directly with the properties (6. 2), rather 
than with the functions ¢ explicitly. Accordingly we make 
two definitions: a capacity is a set function c on Ÿ, with the 
properties (a)-(c) in (6.2); a capacity is admissible if it has also 
properties (d) and (e). 

The class of admissible capacities will be called Q. The 
class of sets which are of capacity 0 for a given admissible 
capacity c will be called %,; the class of sets which are of capa- 
city 0 for all admissible capacities will be called Yo. 
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Remark 1. — One of the chief objects of the section is to 
show that Yo is an upper bound for the exceptional class of 
a perfect completion, if a perfect completion exists. It might 
seem that acceptance of abstract capacities makes the bound 
better than it would be if only ¢-capacities were accepted. 
This is not true. Given any admissible capacity c, it is easy 
to construct a ¢-capacity c, such that if c(B) 40 then c,(B) 4 0. 
A similar comment is to the point with regard to weakening 
(d) and (e) by deleting (d) and replacing (e) by a condition 
of the following nature: (e’) there is a number à, >0 such 
that whenever B, is fixed and satisfies ¢(B,) < à,, then (e) 
holds with respect to the subsets of By. 

It will be observed that the conditions (a) —(c) are exactly 
the defining conditions for an outer measure on %,. Thus 
every capacity is an outer measure on the hereditary s-ring Ÿ.. 
In spite of this, it would be deceptive to use the term outer 
measure instead of the term capacity. The problems with 
which we are concerned are of an entirely different kind from 
those in measure theory. Measurability, for instance, is irre- 
levant; and in fact it may happen that the only measurable 
sets in Ÿ, are the sets of measure (). 


1) A capacity c on Ÿ, is admissible if and only if c(B) ts 
finite for each B in &, c(A) = 0 for each A in À, and either of 
the two equivalent conditions (a) or (b) below holds. 

(a) To each pair of numbers « >0 and n > 0 corresponds 
a à > 0 such that if \\f\| < à, then c{E (f(x) = e|) SH: 


(b) If \if,|| —0, then {f,5 converges to 0 in capacity (with 
respect to c); that is, for each « > 0, lim c(B,,:) = 0, where 


D... = E [A(æ)| = |. 


Proor. — It is obvious that conditions (a) and (b) are equi- 


| valent. Let c be admissible; choose à, > 0 such that ¢(B) < à, 


& 


implies c(B)<7/2 and put ¢=«¢,. Then If LÈ gives. 
> (El@IZel)<|E 


zx 


3 Co = 4,, hence condition(a). That (a) 
€ 


implies admissibility of ¢ follows by a similar argument in 
reverse. 
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2) Let c be an admissible capacity on &. To each B'eû 
and « > 0 correspond sets B and D such that B’ CB UD, 
Be, 6(B ) < 0(B), and c(D) < €. 


Proor. — Choose, as 1)-(a) permits, a sequence of numbers 
$, such that if ||f||<¢,, then o(E [\f(a) | = 1/2" 1) = 1/2". Then 
choose Cauchy sequences {f#°} such that : liminf|f#(x)|Z 1 on 
Bil 4 n > i 
B’ exc. A, sup||f||<o(B) + 9x and Jp es for 
oer ee Leta ao [IA te) et aor and let 


Av = El OPE s | 


2 


For all n and k, we have + ab B/C B® + U A exc. À. 


Hence for every 1= 1, 2,. j=n+1 
Bic al je UJ xs) cf] Bo + U U AS” exc. A. 
I=n+1 n=i [=n+1 
Since 3(B®) < =I <q Re Bp re = Ve 
for B; — A By”, à pi (B'). For D, — ay UJ A we have 


n=il=—n-+1 


D)<Ÿ Die CES) Ne Gi = 5h For i large enough 


N==fp [=n = t [= n+1 


ti <e and me PT B'CB;+ D, exc. A proves our 


statement. 


3) If c is an admissible capacity | on @., then to each « > 0 
corresponds a &>0, namely, the à of (6.2) (e), such that if 


Be and à(B) <6 then c(B)<e. In particular, if à 6(B) = 0, 
then c(B) = 0, so that LCA. 


Proor. — For each € > 0 let 6 > 0 be determined in accor- 
dance with (6. 2) (e). From 2) it follows that if $(B) <6, 
then c(B) < &. 


4) To each admissible capacity c on À, corresponds a sequence 
of numbers à, such that if \f,} is any sequence of functions 
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in # satisfying |\f, —fr—.|| << 6,, then f(x) converges point- 
wise exc. Y., and for each «>0, the convergence is uniform 
outside some set of capacity less than «. 


Proor. — For a given sequence of functions f,, let 


A, =E [Mfa(e) —fe—s(a)| 21/2") 


If a point x belongs to no A, with n=n,, then for every n 
with n =n, and every p, 


oO YS lh@)—h@< Yi 1/2*<1/2" exe. 
k=n+1 k=n+1 


Therefore f(x) converges uniformly on the complement of 


U A,, exc. A, for every choice of n,. By 1) it is possible to 


choose 6, so that if ||f||<¢,, then ENONCE 


Bence! so that e(U Ar) < Sans > 12 1/2", 

Remark 2. — The last statement is analogous and its proof 
is identical to the classical theorem on pointwise convergence 
of Cauchy sequences in a space L? relative to a measure 4 
(more generally to convergence in measure). As a matter 
of fact, in the functional space L’, the measure fr is equal 
to its capacity c, for ¢(p) =”. 

We shall consider now the conditions 4,, 2,, and 3, of the 
theorem in the last section with respect to the class A of 
null sets of an admissible capacity c; 2,, 3,, and half of 1, 
are automatically satisfied. | 

4, If [f,il—0, then f(x) —0 in capacity (by 1) (b)), 
so that if f, converges pointwise exc. %., it must converge 
pointwise to 0 exc. Y.. . 

2, Given a Cauchy sequence { Bn} > pick a subsequence 
if} so that Ifn—fn—s|| Ren where {o,{ is the sequence of 
numbers provided by 4). By 4) the subsequence {fa} converges 
exc. A. - | | 

3, First use 3) to find a sequence of numbers à, such that 
if o(B)<6,, then c(B)<1/2". If {B,} is a sequence of sets 
such that o(B,) ~ 9, then {B,} contains a subsequence {B;} 
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co 


such that 6(B;)<¢,. Let B = limsup B, = () U B;. Then for 
k=1n=k 
f & Fa < - + à 4 
every k, c(B)< o( B, )< og ABs Dy ie seine There- 
fore c(B) = 0. ; | 
The following theorems are now immediate consequences 
of the theorem of section 5. 


Turorem I. — Let c be an admissible capacity on EX 

(a) & is a functional space rel. %, if and only if ||f\|=9 
whenever f(x) = 0 exc. À. 

(b) F has a functional completion rel. %, if and only if 
fl ~ 0 whenever {fn} is a Cauchy sequence which converges 
pointwise to 0 exc. Y.. 


Turorem IL — Let X' be an exceptional class containing M. 

(a) If % is a functional space rel. Qt’, then for each admissible 
capacity c, F is a functional space rel. 1 t.. 

(b) If & has a functional completion rel. Ÿ, then for each 
admissible capacity c, % has a functional completion rel. U1) A... 


Corozcary 1. — If & has a perfect functional completion, 
then its exceptional class Yl’ satisfies v CW’ CA. 


Remark 3. — It is possible to form ¢-capacities with the 


aid of the function 6 as easily as with the aid of the function ô. 
However, proposition 2) implies that for any ¢ the ¢-capacity 
formed with & is identical with the ¢-capacity formed with à. 
Similarly, if # has a functional completion, it is possible to 
form capacities with the aid of the ¢-function for the complete 


class (a function which we have called 6). Suppose that there 
is a completion rel. DA, and let ¢ be given. In view of 
Theorem II and in view of the fact that our interest centers 
on small exceptional classes rather than on large ones, 
we can suppose that YCY.. Under these conditions it 
follows from the lemma and the remark 1 of the last section 
that the ¢-capacity formed with ¢ is identical with thec-capacity 
formed with 6 and therefore also with the ¢-capacity formed 
with ¢. | 
These observations have a bearing on the existence of func- 
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tional completions, or more accurately, they make clear what 
part of the existence problem remains open. According to 
Theorem II the existence of a completion rel. Yl’ for any Y 
implies the existence of a completion rel. #, NY for every 
g-capacity, but it is not clear whether the existence of a com- 
pletion rel. some Y. itself is implied. Therefore, the problem 
is this : is the existence of a completion equivalent to the exis- 
tence of a completion rel. some YA, ? By the observations of 
the present remark the problem is reduced to the following : 
does there exist a complete functional space for which the whole 
basic set belongs to No? (A negative response to the second 
question is equivalent to an affirmative response to the first.) 


Remark 4. — Sometimes, when the basic set & is topolo- 
gical, it is important to know that there is a functional com- 
pletion whose exceptional class has some topological property, 
that of being generated by its Borel sets, for example. Let 
3 denote the class of sets B of the following type: for some f 
in F and some real « >0and $6 >0, B= E|«<Ref(z)< 6] exe. I. 


By the classical methods of the theory of Baire functions, 
one proves easily that the set where a sequence \f,$ does 
not converge pointwise belongs to the class Ross. It follows 
that if 3 has a functional completion rel. YI’, it has also a func- 
tional completion rel. (AN Nos). A bound slightly better 
than the one in the corollary is therefore (Yo M His). 

Theorems I and II together with the corollary of section 9 
lead immediately to the following: 


Corottary 2. — If for some admissible capacity ©, À, = À, 
then a functional completion of 4 exists if and only if the condition 
of Theorem I —(b) relative to Y, is satisfied. If the last condition 
is satisfied, then the completion relative to À, — V2 is a perfect 
completion. 

The interest of this corollary liesin the fact that we can prove 
the equality @ = Y, for a large category of functional classes, 
described by property (6. 3) below and for a wide class of 
g-capacities c,. Ina later paper it will be shown that all 
usual functional classes arising in application to differential 


problems satisfy property (6. 3). 
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(6.3) PosiTivEe MAJORATION PROPERTY. — The basic set can 
be written as & = US, and constants M, can be 
chosen so that for every fe% and every n there 
exists a function fre% such that |\frl| < Mf| 
and Re f(x) > |f (x)| for x e 6, exc. À. 


Turorem III. — If & satisfies (6.3) and the capacity c = ce 
is formed with a function © satisfying limsupe/¢(e) << © 
then 2° = A. its 

Proor. — We have to prove that if Be, then Be Qo. 
Put B® =BfNé&,; hence B= U B”. Take positive constants « 
and C such that o/¢(¢) << C for ¢(e)< a. For every positive 
ea we can find a covering tab Bracals) B£”, such that 
DEC Bf°)) <e; hence DEL By?) < Ce. Take then fonctions 
Fed Suchothat dif I< 3B PES and |fi(æ) > 1 for 


xe BW exc. A. By property (6. 3) we have a function f,,4 
such that [AMIS Mulfuall and Refiala) lf, .(0)| for 


meë, exc. A. It follows that the partial sums Ÿ'f, , form 
a Cauchy sequence }g,,} with the properties k=1 


dain he per) 1 ed ah Se ar a RSR 
eal SS al SM Stall <M, S'[ 280) + 5, [SM(C+ Ae 
k=1 k=1 aa 


Hence 6(B™)<M,(C+ 1)e for all ex and thus B® e 2 
atid (Be U Be W. 


n=1 
Remark 5. — For particular classes 3 with property (6. 3) 
Theorem III] may be true for larger classes of ¢-capacities: 
In all investigated cases where the norm in % was quadratic 


(i.e. 3 an incomplete Hilbert space) it turned out that L° = Y, 


with ¢ = C3, 9(9) =p. It would be interesting to know if 
this is true for all functional classes with quadratic norm. 
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Remark 6. — Often a strengthened version of (6. 3) holds, 
namely : 
(6. 4) Gropat Masoration Property. — There is a constant 


M so that for every function f in & there exists a 
function f' in F such that Re f'(x) >|f(x)\exc. YA 
and || f"|| <M||f'\|.- 


It is easy to see thatif (6. 4) does hold, then B e À whenever 
c,(B) < o, and for such B, c,(B) > - ÿ(B). The spaces L? 


and the spaces of M. Riesz potentials form important examples 
in which M = 1 is a satisfactory constant. The case M = 1 
is worth special notice. The property (6.4) becomes then. 


(6. 5) Srrone Masoration PROPERTY. — For every func- 
tion f in & there exists a function f'in 3 such that 
Ref’ (x) =|f(x)| exe. { and ||f"|| SII fll. 
If this property holds, c,(B) = 6(B) (provided c,(B) < 0), 
as it is always true that c, (B) <6(B). 


§ 7. Proper functional completion. — The complete functional 
spaces occuring in analysis arise most often as functional 
completions of more elementary functional classes which con- 
sist of functions defined everywhere and which are in fact 
proper normed functional classes. This is not to say, however, 
that the complete space is proper, for in the process of com- 
pletion it usually happens that some sets become exceptional. 
We show in this section that non-empty sets cannot become 
exceptional if the initial proper functional class is a proper 
functional space. In discussing proper functional completion 
we will use the notations: for each x in &, M, is the bound of 
the continuous linear functional f(a), and c, is the set function 
which takes the value 1 on any set containing x and 0 on any 
other ets. 

1) If % is a proper functional space, then for each x in & 
and each set B in &,, c,(B) <M, c,(B) (where, as always, ©, 1 
the -capacity defined by ¢(t)=1?). In particualr, ,, = (0). 


Proof. — Since the left side of the inequality is 0 whenever B 
does not contain 2, it is possible to assume that {x} belongs 
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to & and therefore to Ÿ, and that veB. Given ¢ > 0, let 
fe% be such that |f(x)|= 1 and [If < X{x}) + €. Then 


e.(B) = 1 <|f(a) < Mal|fiISM.[2({2}) + €] | 
= M.[e,({x}) +e]<Mc(B) + el: 


Turorem I. — If a proper functional space 4 has any func- 
tional completion, then tt has a proper functional completion. 
A necessary and sufficient condition that a proper functional 
space F have a functional completion is that |\f,|| 0 whene- 
ver \f,} is a Cauchy sequence in J converging to 0 at every point. 


Proor. — Theorems I and II, Section 6. 


Remark. — There are simple examples of proper functional 
spaces which do not have a functional completion, but they 
are somewhat artificial. Indeed, non-existence of a functional 
completion of a proper functional space can be ascribed to 
an awkward choice either of the basic set or of the norm in 
the functional class. It is always possible to redetermine either 
of the two in such a way as to obtain a proper functional 
space with a completion. 

In order to modify the basic set & we consider the abstract 
completion V of the normed vector space % Each point 
æeë corresponds to a unique continuous linear functional X 
on V; X is defined by the equation X(f) = (2) for all fe #. 
We will think of & as a subset of the set V* of all continuous 
linear functionals on V, and in order to use notation in harmony 
with the notation for % we will write »(X) for X(v) whenever 
veŸ and XeV*. Then each » in V is a function defined 
not only on & but on all of V*. In this notation the condition 
stated in the theorem is that »=0 whenever »(X)=0 for 
all ce&. When the original basic set & does not have this 
property, additional X from V* can be added to it so as to 
obtain a new basic set &’, which does. The functions »(X) 
for ve V restricted to the new basic set &’ form a complete 
proper functional space which can be called a « quasi-comple- 
tion » of J, 

A similar process can be carried through when % is a 
functional space rel. M, for some ¢-capacity c=c,. In 
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this case # is not a normed vector space in the proper 


sense of the term, but V can be taken as the abstract comple- 
tion of the normed vector space V which corresponds to % 
through the equivalence relation f= g if f= g exc. A. There 
is no way to think of & as a subset of V*; nevertheless a sui- 
table new basic set &’ can be obtained in the form 6’ =6U6&", 


where &* is any total subset of V*. The manner of defining 
the fe 3 as functions on &’ is obvious. Let c’ be the ¢-capacity 
in & corresponding to the same function ©. It is not difficult 
to provide an argument similar to the argument following 
proposition 1 to show that %,=—Y%,. Nor is it difficult to 
use Theorem I, section 6, to show that & as a functional space 
on the basic set & has a functional completion rel. A. Such 
a completion can be called a « quasi-completion » rel. Y.. 
It would seem that there is considerable arbitrariness involved 
in the selection of &*. Oftentimes natural choices present 
themselves, however, and the idea is important in connection 
with measurable spaces and pseudo-reproducing kernels, sub- 
jects which will be discussed in a separate paper. 

The procedure for modifying the norm in the functional 
class, on the other hand, is unique. We will suppose that 
% is a proper functional space, and we will use the same nota- 
tions as before for the abstract completion, the linear functio- 


nals, etc. Let V, be the set of all ve V such that v(x) = 0 
for every xe&. Being the intersection of closed subspaces 


of V, V, is itself a closed subspace. Therefore the quotient 


space V/V, is a complete normed vector space when thenormofa 
quotient class C is defined by the usual formula ||C|| = inf||»| 
taken over all veC. For every xe8, (x) is constant over 


each quotient class C in V/V,, so that every such x determines 
a unique linear functional, which we continue to call x on V/V,. 
Each xeë is continuous on V/V,, for if M is the bound of 


x as a linear functional on V, and if C and € > 0 are given, 
then there is a ¢¢C such that 


ja (C)| = ir (ol < Mlle] S MINE + €]; 


and also ||C|| = 0 if «(C) = 0 for every ve. If we write, 
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as before, C(x) instead of x(C), then V/V, appears plainly 
as a complete proper functional space over the basic set 6; 
and it contains ¥. Therefore, if F is re-normed with the norm 


of V/V,, then, as a subspace of a complete proper functional 
space, it has a proper functional completion. It is clear 


from the definition of the norm in V/V, that the new norm 
of a function f e is less than or equal to its original norm. 

By a somewhat more complicated argument it is possible 
to prove a similar result for functional spaces rel. A. We 
state the result but omit the proof. 


2) Let % be a normed functional class rel. YA, and let c be an 
admissible capacity on &,. If % is a functional space rel. À., 
then it is possible to define another norm, ||f|/, on % so that: 
(i) NAS: (@) F with the norm ||f|l ws a functional space 
rel. A, and has a functional completion rel. A. 


ii 


CHAPTER ~— II 


EXAMPLES 


§ 8. Exampre 1. Analytic functions. — We take as the basic 
set & the closed unit circle in the complex plane, and we 
consider the class ¥ of complex-valued functions continuous 
in the whole of & and analytic in its interior. We define 
the norm in & by the formula ||f||= | ff) dat. Gis a 
proper normed functional class. (”). | 

Let 06 denote the boundary of & Each of the functions 
f(x) = x" is 1 in absolute value everywhere on d6. Therefore 
as [|{l|=Vr/(n + 1) —0, 3(06) = 0, and &e’. By the corol- 
lary at the end of section 5, any exceptional class relative to 
which 3 is a functional space must contain 06. In particular, 
§ is not a proper functional space. 

With respect to the points in the interior of &, though, 
% acts as a proper functional space. Each of these points 
determines a continuous linear functional. Consider the 
¢-capacity c, (determined by ¢(t)=t). Proposition 1, section 7, 


shows that if x is not a boundary point, then o({a}) = ap 


where M, is the bound of the linear functional determined 
by x('‘). From this and the last paragraph we deduce that 


(13) This space is the simplest case of spaces considered extensively by S. BERGMAN 
(see [9]). Its completion, restricted to the open circle has a reproducing kernel, 
Bergman’s kernel function, 


K(a, y) + (see [1], [4]). 


pet Phe 
=(1— ay) 
(4) The exact value of M, is given by the reproducing kernel : 


ea ay 1 
M, = /K > PES 
A el Vx(1— xx) 
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7, — 2° = WV = the class of all subsets of 6. There is no 
difficulty in seeing from Theorem I, section 6, that there 1s 
a completion, necessarily perfect, relative to this class. 


§ 9. Exampre 2. L’ spaces. — The Lebesgue spaces L? 
are so thoroughly familiar now that the theory of functional 
completion cannot be expected to provide essentially new 
information about them. By reason of their familiarity, 
however, they provide an example which illustrates well the 
concepts which have been introduced here, especially the capa- 
cities. Reciprocally, by focusing attention at an unusual point, 
the theory of functional completion underscores an interes- 
ting peculiarity of L’. 

We are concerned here with obtaining L’ as a functional 
completion of a subspace composed of elementary functions. 
In the case of a measure on an abstract set there are no new 
problems coming specifically from the functional completion 
point of view. The natural choice for the space of elementary 
functions is the space of linear combinations of characteristic 
functions of measurable sets of finite measure. The passage 
from this space to its completion with respect to the L? norm 
is completely standard. The proof that the perfect completion 
is the usual L? requires nothing (beyond the definition of 
« perfect ») from the theory of functional completion. 

The situation is different in the case of a measure ona topo- 
logical space. Here the natural choice for the space of ele- 
mentary functions is usually a space of continuous functions. 
Since the continuous functions are defined everywhere (not 
almost everywhere), it is not at all evident that the sets of 
measure 0 form the exceptional class for the perfect completion. 
Indeed this is not true in general, as we shall show in the suc- 
ceeding paragraphs. 

We take as the basic set & an arbitrary locally compact 
Hausdorff space. The two c-rings used in topological-measure 
theoretic investigations in locally compact spaces are the 
Borel o-ring, which is generated by the compact sets, and the 
Baire o-ring, which is generated by thec ompact Gÿs ("*). In 
all ordinary topological spaces, for example separable spaces 


(5) We use the terminology of Haumos [18]. 
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or metric spaces, these two 5-rings are identical, but in general 
they are distinct. The measures usually considered are regu- 
lar Borel measures, those defined on the Borel sets and having 
the additional properties: (1) the measure of each compact 
set is finite; (ii) (regularity) the measure of each Borel set is 
the infimum of the measures of the open Borel sets contai- 
ning it ('°). We suppose given such a measure on 6, and we 
call it u. We denote by C the class of continuous real valued 
functions on & which vanish outside a compact set. For each 
real number p= 1 we define ||/||, = [\f(w)P dp |, and 
we denote by C, the class C with this expression as pseudo- 
norm. It is well known that relative to the exceptional 
class Y,, of subsets of Borel sets of u.-measure 0, C, 1s a functional 
space, and that it posesses a functional completion, L?(u), 
relative to %,. We shall illustrate some of the general theo- 
rems of this paper by re-proving the existence of L’, by fin- 
ding the perfect completion, and by computing some of the 
capacities. 

Because the capacities themselves are outer measures, and 
because the classes with which they are associated, the Y,, ©, 
etc., are all hereditary classes, there is some advantage 
in extending the measure 4 so that it is an outer measure 
too, defined on the hereditary 5-ring Ÿ, on which all capaci- 
ties are defined. 

C, is a proper normed functional class if and only if there 
is no open Baire set in 6 of measure 0. In general the smallest 
exceptional class relative to which C, is a normed functional 
class is the class of subsets of open Baire sets of mesure 0. 
We call this exceptional class %, and we consider C, as a normed 
functional class rel. %. In this case & is the class of sets 
which are contained exc. Q in a compact set, (or, equivalently, 
in a compact Baire set) and &, is the hereditary o-ring gene- 
rated by the compact sets (or, compact Baire sets.) We 
effect the extension of & to &, by the standard device of setting 
u(B’) equal to the infimum of the numbers p(B) taken over 
all Borel sets B containing ae 

If [f., — 0, then f,— 0 in measure, and each sequence 


(6) For example, Boursaxt considers only measures of this type in its presenta- 
tion of integration theory [10]. 
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which converges to 0 in measure contains a subsequence which 
converges to 0 almost everywhere. Therefore C, is a functional 
space rel. Y,, and we can apply the corollary at the end of 
section 5 to conclude that LCA. 

Let K be any compact set in &. Then Ke, as we have 
mentioned above. We prove now that ¢(K)’? = p(K). First 
let f be any function in C, which is > 1 on K exc. %. Then 


[ \f(a)p du = u(K). As 6(K)? is the infimum of the num- 


bers on the left side, AK) => u(K). On the other hand, it 
is possible to find a function f¢C, which is = 1 on K and 
which is such that u(K) = f |f(a)Pdu —« for arbitrarily 
small e > 0. Therefore 6(K)? < u(K), and so ¢(K)? = p(K). 

Suppose that B is any set in ©. It is easy to see that 
there is a decreasing sequence of non-negative functions 


f, e C, such that f, > 1 on B exc. Y and such that fill — 0(B). 
Let K,=E [f,(x) >1]andlet K=()K,. Then KDB exc. Y, 


n 


and we can write 
(BY = lim, £2> lim ¥(K,) = w(K) = (Ky = (By, 


so equality holds throughout. We have proved the following 
statement. 


1) For each set Be there is a compact Gz, K, such that 
KDB exc. A and such that 6(B)? = 6(K)? = u(K) = u(B). 

From this it follows that x is an admissible capacity on Ÿ.. 
We can use Theorem I section 6, to prove that there is a 
functional completion rel. %,. Suppose that }/,{ is a Cauchy 
sequence which converges pointwise to 0 exc. YA, By 


Fatou’s lemma, [ \fa(a) iP du <limint | | f(a) —fh(x)l du, and 


the right side can be made arbitrarily small by a suitable 
choice of n. Therefore |ff,|, —0 and this is the condition of 
the theorem. 

Now we can employ Theorem III of section 6 to obtain the 
existence of a perfect completion, for C, has the strong majo- 
ration property: a majorant for an arbitrary function f(x) 
is the function |f(x)| We obtain also from Theorem III 
the exceptional class for the perfect completion, the class 


Ÿ. As we have mentioned, the completion rel. Y, is not 
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necessarily perfect; that is, it is not necessarily true that 


A, = 43. According to Remark 4, section 6, the existence 
of a completion rel. , implies the existence of a completion 
rel. (AN Noss), The latter class does give the perfect 
completion and may be smaller than Y, itself, as we shall 
see. In this example the class %, which is composed in general 
of all sets of the type E[a< Ref(x) <6 exe. A] for « >0, 


8 > 0, is the class of sets equal exc. Y% to a bounded open 
Baire set ("”). 

It is possible to identify the perfect completion itself, as 
well as its exceptional sets. The standard device which we 
used to extend the original Borel measure v. to an outer measure 
serves to extend any measure defined on a s-ring to an outer 
measure defined on the class of all subsets of sets in the o-ring. 
Let uw, denote first the restriction of y to the 5-ring of Baire 
sets, then its own extension by this scheme to an outer measure 
on ®,. In general the outer measures 4 and y, are different ("). 

By the general theory of Baire measures it can be proved 
without any difficulty that A, = (AN Nc); and most of the 


rest of this section will be given to proving that %, = Y,,, that 
the perfect completion of C, is L’(u,), and that for any set 
Be&,, u,(B) = c,(B), where c, is the g-capacity defined by the 
function ¢(t) =?. 

Let B be an arbitrary set in Ÿ,, and let {B,} be a sequence 


of sets in © such that BC U B, exc. À and such that 


n=1 


By 1) there is a sequence {K,} of compact G,’s such that for 
each n, K,>B, exc. & and 6(B,)’? =¢(K,)’ = KR de 
It follows easily that c,(B) Z v.(B). 


(7) A set is bounded if it is contained in some compact set. Hence every bounded 
set is in ¥. 

(8) It is obvious from the construction that u(B) = p(B) for all Baire sets and for 
all compacts sets, that p(B) < u(B) for all sets, and that the class A, is exactly 
the class of subsets of Baire sets of »-measure 0. All compact sets are measurable 
with respect to the outer measure }, but this is not necessarily true of u, (see 
Hatmos [18]). " 
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Next we establish the opposite inequality, and in addition 
we prove that u.,(B) > 6(B)? for bounded sets B. From the 


latter will follow the relation Y,, € &s. 
Let G be an arbitrary bounded open Baire set and let 


Ge U K, be a representation of G as a union of increasing 


n= 


compact sets ("). For each n choose a function f, in C, with 
the properties : 
(i fala 
Gi) f.\ 
(ii) 
The sequence {f,} is a Cauchy sequence since it converges 
pointwise and is dominated by the characteristic function 
of G which is integrable. As limf,(x) = 4 for every ze G, 
o(G)<lim||f,i|)<u(G)”. Thus 4o(G) = y.(G) > 6(G)’=e,(G) (*)- 
By a passage to the limit in which the regularity of 4, is used 
we get u,(B) = 3(B)? = c,(B) for every bounded set B. In 
the light of this fact the relation A, € % is obvious. Fur- 
thermore, an arbitrary Baire set B can be written as a disjoint 
union of bounded Baire sets B,. Therefore 


a (B) <Sop(B,) SD) (Bs) = (PB) 


Combining this with the inequality c, (B) >u,(B) already 
proved, and with the regularity of yu. we obtain finally 
c,(B) = v(B) for any set Be Q.. The one remaining assertion, 
that L’(u,) is the perfect completion of C,, is now Clear. 

It can be proved that the capacity €, is identical with (c,)?. 
In fact, we know from the strong majoration property that 
Be & ifand only if c,(B) < ©; and if Be, then ¢,(B) = ÿ(B). 
Using the lemma in section 5 it is easy to show that because 
the strong majoration property is present 3 is identical with 0, 


(9) It is known that every open Baire set is a countable union of compact sets, 
and that conversely every open set which is a countable union of compact sets is 
a Baire set. See Haxmos [18]. : 

(20) For any set Bex, 6(B)? > ¢,(B). This general property of capacities is a 
simple consequence of Remark 3, section 6. 


S 
We 
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the 6-function for the complete space; and Ÿ is identical with &. 
In this example the composition of & is evident. It is the 
class of all sets of finite u,-measure. The function 3 is easy 
to calculate too: if Be, then ¢ (BR i seas 


c,(B) is finite, then B e & = & and ¢, (B)’ = 6(B)’ = à(B) =u.,(B); 
while if c,(B) = + 0 then Be X= and u,(B) = + o. 

The following theorem gives a summary of the main points 
of interest in this example. 


Tueorem I. — The space L?(u.) ts the perfect functional 
completion of the space C,. The exceptional sets are the sets 
of u,-measure 0; equivalently they are the subsets of Baire sets 
of u-measure 0. The class Ÿ, is the hereditary o-ring generated 
by the compact sets. (c,)’, c,, and u.. are identical outer measures 
on &,. = & is the class of sets of finite u,-measure. On this 
class 6? = 6? = u,. 


Remark 1.— We have stated in an earlier part of the paper 


that the classes qe and ® are different in general. For an 
example take the space C, with & the interval OS 7X1 


and u Lebesgue measure. ge is the class of all sets of Lebesgue 
measure 0; ®’ is the class of all subsets of sets F; of Lebesgue 
measure 0. As each subset of an F, of measure 0 is of first 
category, and as there are sets of measure 0 which are not of 
first category, the example is established. 


$ 40. Exampre 3. Some spaces of harmonic functions and 
Fatou’s theorem. — In the first part of this section the 
basic set & is the closed sphere with center 0 and radius R 
in n-dimen- sional space E,; d6 is its boundary; 9, g ete., 
refer to points on the boundary; dd, de, etc., to the n-1-dimen- 
sional measure on the boundary. w,is the area of the sur- 
face of the unit sphere in E,. (0, x) is the Poisson kernel 
for 6: 


The functional class which is to be considered is the class # 
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of all complex-valued functions continuous in 6 and harmonic 
in the interior of &. The norm in # is defined by 


Lf lle = À foal FCO)? 29 § 


where p is fixed and satisfies 4S pÆpoot (FY 

The object of the section is to show how the well known 
theorem of Fatou on the boundary values of harmonic func- 
tions can be proved by means of capacities. In the course 
of the development of capacities it was shown that each 
convergent sequence in a functional space contains a subse- 
quence which converges pointwise uniformly outside a set 
of arbitrarily small capacity. Thus each function in the com- 
pletion of a space composed of continuous functions is conti- 
nuous outside a set of arbitrarily small capacity. Once the 
sets of small capacity are identified in the example at hand, 
+t becomes clear that each function in the completion has 
non-tangential boundary values almost everywhere. 

If f(0) is a continuous function defined on d%, then the Pois- 
son formula f(x) = fog (0, x)f (0) dô defines a function f(x) in 
the interior of 8. f(z) is harmonic there, and if it is extended 
to the boundary by assigning f(0) as boundary values, the resul- 
ting function f is continuous throughout &. Thus the class % 
is exactly the class of functions f(x) obtained as follows: 
f is determined by a unique continuous function f(0) by the 
equations f(x) = tie h(0, «)f (0) dû if ae interior of &; f(x) = f (9) 

i= 0, 

Consider the class % of functions determined in the same 

way by functions f(0) defined almost everywhere and in L? 


on 06. With the norm fl, = faro)r di" + is a complete 
functional space relative to the exceptional class Y of subsets 
of 26 of n-1-dimensional measure 0. It is clear that F is contained 


in # and that J is dense in %. Thus F is a functional comple- 
tion of 3. 

We can use Theorem III of section 6 on positive majorants 
to prove the existence of a perfect completion. For each 


CE 


(1) The case p = © has no interest here, for || f||. = sup |f(9)| = sup |f (x) |, and 
F is already a complete proper functional space. €08 reG 
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function f e 3 the function f* (x) = fe h(0, x)|f(0)|d0 belongs to % 
and is a positive majorant for f. In addition, HE eet 
Therefore, by the theorem quoted, YY, — °, and since it is 
established that there is some functional completion, there 
is a completion, necessarily perfect, relative to Y, = Ÿ!. 
It is easy to show that Le = %: if AC db is a set of n-1-dimen- 
sional measure 0, then there is a sequence {f,(0){ of continuous 
functions on d6 such that |..|f,(0)?d0—0 and f,(0) > 00 for 
each 0 e A; the sequence f(x) = La h(9, x)f,(9) dû is such that 
WF, 0 while f,(0) > co for each Oe A, so Ac Ÿ!, and @ DY. 
The opposite inclusion is trivial. We can conclude that & is 
the perfect completion of %. 

The connections between the values on d6 of a function 
f <¢ and the values in the interior of & form the subject 
of Fatou’s theorem. Actually the assertion of Fatou is that 
f(x) —f(0) pointwise a.e. under suitable conditions. For the 
sake of completeness, we proceed to show first the well known 
fact that a certain convergence in mean takes place. Define 


f-(¢) = Tf (¢) = Jen, rc)f(0) dd = f(ry) for each function f(0) 
belonging to L? on dé, and each r <1. The mean convergence 
which takes place is that lim|f—f;||, = 0. 

The proof is a classical one which we will reproduce only 
in brief. Since 1 is harmonic, the Poisson formula gives 
Lex, x) dd —1. Since h(0, x) isa harmonic function of 2, 
the mean value theorem gives ne gh(0, ro) dg = 1. These two 
facts in conjunction with Holder’s inequality give 


Lltele) de = fool fog (6, re)f(0) di de 
< fi, feh(0, re)1f(0)1 ad dy = fel f(0)? di, 


from which it follows that the transformations T, are a uni- 
formly bounded family of linear transformations from L’ on 
a8 to L? on 06. In order to show that T,f—> fin L? for each 
feL? it is enough to show that this happens on a dense set 
of f. For the dense set take the continuous functions. 
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The functions in the complete class # can be characterized 
in another way. Suppose that f is a function defined only 
in the interior of &. According to the preceding paragraph 
there is at most one function in # which coincides with f in 
the interior of & (at most one function up to equivalence in 4, 
that is). It is therefore clear how the phrase « f belongs 
to J» should be interpreted when f is defined only in the 
interior of 6. 


1) If p>4A, then G consists of all harmonic functions f 
defined in the interior of & and having the property that 


sup {oelf(r0)|? dd <2. 
0<r<1 


2) If p=A, then & consists of all harmonic functions f 
defined in the interior of © and having the property that there 
exists a sequence r, / 1 such that the functions f,,(9) = f(t) 
converge weakly in L? on d6. 


Proor. — If an f satisfies the condition in 1), then it satisfies 
the condition in 2), for bounded sets are weakly compact 
High? P= . 

Suppose that the condition in 2) is satisfied for a certain 
function f and some sequence r, / 1, and let g be the weak 
limit of f,,. Since geL? on 98, when we have shown that 
f(x) = fig h(®, a) g(0)d0 it will follow that fe % Let x be 
a fixed point in the interior of &. Then h(9, x) is a continuous 
function of 0. Thus /,h(0, æ) g(0) d = lim i (0, x)f (7,0) a0. 
On the other hand, f(r,x), r, fixed, is a function harmonic in 
the interior of § and continuous in 6; that is, f(r,t) is a func- 
tionin. Therefore f(r,x) = i, gh(0, x) f(r,0)d9. Finally, as f 


is continuous at x, f(x) = lim f(r,2). 
rai 


In the statement and proof of the fundamental proposition 


which comes next, and in the rest of the section, we shall | 


use the following terminology. The set C of points ) in & ~ 


satisfying \09 —¢|<p is the circle with center ¢ and radius 9; 
IC) and p(C) denote the n-1-dimensional measure of C and the 


à 
Pi 


4 


PRM 6 ter 
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radius of C. For each x0, 9, is the point 4 ert Gets 
a circle on 05 and æ is a point interior to & and on the normal 
to 0& through the center of C, then the cone with vertex x 
and base C is the set generated by joining x to each point 
of C. The axis of the cone is the normal to dé through the 
center of C. The angle of the cone is the maximum angle 
between the axis and any line joining + to a point of C. 


a 


3) To each angle à, 0<a<- >>» corresponds a constant 


i) 


k > 0 such that for every f = 0 in & and every x in the interior 
of & there is a cone with vertex x and angle = a with the property 


that the average of f(0) over the base of the cone is Z kf(x)(”). 


Proor. — For each » > 0, write C, for the circle with cen- 
ter 0, and radius 9, and put I(e) = ff () dû. Let 9, be such 


that C,, is the base of the cone with vertex x and angle ©, 
and set m(x) = sup I(p)/e""'. Since the ratio |C|/e(C)"—" 


is bounded above and bounded away from 0 by constants 
depending only on the dimension, the inequality to be proved 
takes the form m{x) = kf(x). 

If p, is an arbitrary number > 9,, then 


Re 2 (à 
a = de a ) - do 
; Ri —|a/’ AO han 70 alts WIRES 
pe Er L+I, 


Using the majoration —x = R—|z\, we obtain 


Hitio}eong Maile 2705 a ps iP Ue), 
| o,R (R—\x)" PE R— xl ot 


Using the majoration 10 —a| = 1/2\6—4.|, we obtain 
Lg" Re) para 


n 
On “ey 


(2) The calculation of the best possible constant will be given elsewhere. The 
constant which appears below in formula (10.2) has the correct order of magnitude 


for a > 7/2. 
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Now, | 

pd LP gn f* Mag LA" + amin fH | 

nr De Pelé. Pad À eee PT Jo, P | 
Thus | 

2°*'(R—|a|) [1(2R) I(0,) nm(x) _nm(a) | 

I,S re QR)" et + x oR 

so | 


Ho oO (n—1) (R—Ix|}m (x) 


w,R 
“etal Se eaten 


To complete the ares we use the simple geometric 


and dropping the Sane negative terms, we obtain 


(10.2) f(a) <L+L< = [tan a+ an . | m(x). 


inequality sin #< zie tan a. Putting p, = p, in (10. 1), 


À different evaluation of (10.1) is better when « is not too 


large. If «<arctan 2, then ES Es HESS and it is possible 
to choose 0, > 9, so that Me = 2. Using this ¢,, we obtain 
from (10. 1) arf 


(10.3 fa<L+L< 


n 2. 
m(x) whenever a<arctan2. 


n 


In the course of the next proposition we shall use a general 
covering theorem not unlike a part of the Vitali theorem. 
It has some intrinsic interest, so we shall present it as a lemma 
separate from the present line of discussion. 


Lemma 1. — Let II be a family of spheres in a metric space. 
For each sphere Sell let S’ denote the sphere whose center is 
the center of S and whose radius is four times the radius of S. 
If I has the two properties listed below, then there is a disjoint 


sequence, perhaps finite, {S,}{ € IT such that U sc U Sn al Re 
properties are the following: sell n=1 
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(i) The radu of the spheres in Il are bounded, and all are +0. 


(u) If a sequence of spheres in I is disjoint, then the sequence 
of radi converges to 0. 


Proor. — The sequence {S,! is defined inductively. Let M, 
be the least upper bound of the radii of the spheres in II, and 
let S, be a sphere in II whose radius is larger than (2/3)M,. 
If S,,..., 5S, have already been defined, let M, be the least 
upper bound of the radii of the spheres in [1 which do not 
meet any of S,, ..., S, and let S,,, be a sphere in II which 
does not meet any of S,,..., 5, and whose radius is larger than 
(2/3)M,. 

Suppose that the point x lies in a sphere Se II which meets 
the sphere S, but no sphere 5; with i << k. If ris the radius 
of S, and if r, is the radius of 5,, then EM Sr 
Thus, if y is a point common to 5 and §,, and if x, is the center 
of S,, then d(x, x) < d(x, y) + d(y, mx) <2r +r, << 4r, and so 
æeS, Ontheother hand, every pointze U S lies ina sphere 

SEII 
which meets some S,. In fact, two cases arise. If the induc- 
tive procedure for defining S, cannot be continued beyond some 
finite k,, then all spheres in [1 must meet one of 5,, ..., ike 
If the inductive procedure can be continued, then there are 
infinitely many S, and their radii r,— 0. But we have seen 


above thatif S does not meet oneof S,, ..., S4_,, then r< 3 re 


Turning once again to the harmonic functions we provide 
a notation for use in the next proposition. Given a set BCé 
and an angle « we write B, for the set of points 0 ed6 which 
lie either in B itself or in the base of some cone of angle « with 
vertex in B. . 


4) To each angle «, Gime corresponds a constant k 


such that for every set BC&, IB,|< ke,(B)’, where |B;| denotes 
the n—1-dimensional measure of Bz. 


Proor. — For sets in 0 the present capacities are the same 
as the capacities determined by the functional space L? 
on v6. By virtue of the discussion we have made of the 
latter spaces we can write for any set BCoë,|B|=c(B}. It 
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follows easily that for the remainder of the proof we can assume 
that B lies entirely in the interior of 6. 

From the fact that the strong majoration property holds 
it follows that the set functions c, and 6 are equal(*’). In 
addition, we have seen earlier that ¢ is essentially the è-func- 
tion for F(*). Hence, if mis an arbitrary number larger than 
c,(B), then there is a function f > 0 in # such that m > [fl 
and such that f(x) > 1 for every ze B. Let k, be the cons- 
tant of proposition 3), and for each xeB let B(x) be the 
base of a cone with vertex x, with angle >a, and with the mean 
value property of proposition 3). Let k’ be a constant such 
that |S/|<k'|S| whenever S and S’ are circles in 06 with 
the same center and with p(S') = 49(S).. Let B'(x) be the 
circle with the same center as B(x) and with o[B’(2)| = 4p[B(x)|. 
By virtue of the covering theorem there is a disjoint sequence 


{B(x,)} such that BC LJ Bi(2,). Therefore 
[Bal < DVB (@,)| SH DBO) = FAL 


where A = U B(x,). 


Furthermore, the mean value of f over A is =k,, since the 
mean value is =k, over each B(x,), and these are disjoint. 
From this it follows by Hôlder’s inequality that 


AIS (1/k)IPIP. 
and hencethat |B,|<k'(1/k,)’m’. As mis any number > c, (B), 4) 


results. 
It is simple now to derive Fatou’s theorem. Let à be a 


given angle, 0< a < 5 For each point 0 € d6 let Ko, be a 


closed cone extending into & from the vertex 9 and touching 
06 only at 0; let Ko, have angle a’ and axis the normal to dë 
through 0. Fatou’s theorem asserts that if f is a function in 


%, then for almost every 0, f is continuous in Ko. It is 


proved as follows. 
Let A be the set of points 9 for which f is not continuous in 


(3) Remark 6 at the end of section 6. 
(4) The lemma and remark 1 in section 5. 


mt. 
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Ke... For each € > 0 let B° be a set such that c,(B‘)<« 
and such that f is continuous outside B*. Then for each € > 0, 
and each Üe A, B° contains points of Ky, arbitrarily close 
to 0. This implies that AC/(B‘), for every a satisfying 


a € =. Therefore |A|<|(B°), < ke,(B‘)’ < ke’, so finally 
‘ae 

The results which we have described are not restricted to 
the sphere. They are valid, and large parts of their proofs 
as well, for all closed domains with sufficiently smooth boun- 
daries. A brief discussion of the situation follows. 

We shall suppose that the basic set & is a closed bounded 
domain in Euclidean space E,, and we shall suppose that the 
boundary 06 is a C' hypersurface (**). This ensures that at each 
point of d6 there is a tangent plane to d6, and that the tangent 
plane turns continuously. Also there is a normal to & at 
each point © of 6; n, denotes the unit vector in the direction 
of the exterior normal at ¢. Ifa is any point of E,, there is at 
least one point § on 06 which minimizes the distance lo— al, 
g e d6. The line determined by x and any minimizing point (2) 
is normal to 6. In case there is only one minimizing point 
we shall call it 0. 9, is a continuous function of x on the set 
where it is defined. In general 0, ¢ etc., refer to points on 
8; dd, do, etc. refer to the n-1-dimensional measure which 
ïs definable on 06 in the classical manner; |E| where E 
is a set Cd& refers also to this measure. If C is any circle 
on d6, and circles are defined as they were before, ¢(C) denotes 
its radius. 

Furtherwore, we shall restrict 06 to be a C'', hypersurface, 
i. e. one whose normals are Lipschitzian : 


(10. 4) Ar, = sup jsin(1/2 rayne} — 


axe 1/20 —+) | 
where re denotes the angle between n and n, (”). The 


(25) To say that 0 is a C! hypersurface is to say that each point of o& has an 
n-dimensional neighborhood V which can be mapped in 1-1 fashion on an n-dimen- 
sional cube by a transformation T such that: a) T and T~' are both C! trans- 
formations with non-vanishing Jacobians; b) T(d6 n V) is the intersection of the 
cube with one of the coordinate hyperplanes. 


(28) The usual definition is that sup ta = M <; this is obviously equiva- 
lent to (10. 4). Lu 
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constant r, will be called the radius of 08. We list here the 
essential properties of such boundaries. Proofs will be given 


in a separate note. 


a) The number r, and the two numbers rj, and r, defined 
below are all equal. 


(10. 5) r, = sup p taken over p > 0 such that for any two points 
o 4 on v the normal segments [9 —pn,; ® + pnel 
and [8— pm; 0 + ony] are disjoint. 


(10. 6) rj = sup p taken over 0 >0 such that for each 0 € v 
the tangent spheres of radius p with centers at 
0+ on) and 9— eng have no points in the intertor 
and exterior of & respectively. 


It is the exterior tangent sphere of radius r, which inter- 
venes in most subsequent calculations. When we speak sim- 
ply of the tangent sphere at 9 we mean this one. We write 
yy for its center 0 + ro. 


b) Ifa(o, 0) denotes the angle between n, and the direction 0) then 
e—4] 

2r, 

c) For every point xe& within distance r, of 6 and every 
point 0 on d& the following inequality is satisfied :. 


for any two points & and 0 on d6, |cos «(¢, 4) = 


(10. 7) 0<|2—y|—r.—le—0,, el. 


The significance of the inequality will appear upon exami- 
nation of g) below and the proof which is given after this list 
of properties. 

For each number r, 0<r<r,, and each point 0 on d6 
we define z(r, 0) to be the point 0—rn. For each number r, 
0<r< r,,we define the parallel hypersurface to d6 at distance r, 
for which we write 06,, to be the set of all points z(r, 4). 
v6, is the boundary of a closed domain &, contained in the 
interior of 6. 


d) Each hypersurface 06, is of class C*' with radius =r,—r. 
For fixed r the transformation 0 — 2(r, 0) is a 1-1 continuous trans- 
formation of d6 onto d&,. It possesses a Jacobian which is 
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bounded and bounded away from 0, and these bounds are 
uniform with respect to r for r <r'<r,; the Jacobians converge 
uniformly to 1 as r — 0. 


e) There are constants K, and K, such that for every circle 
C on v6 K,o(C)*"'<|C|<K,o(C)""*. If r'<Cr, is fixed, the 


constants can be chosen so that the same inequality is valid on 
each d6,, rr’. 


f) The Green’s function G(y, x) for the domain & exists. 
For each fixed x in the interior of & the function G(y, x) as a func- 
tion of y has a normal derivative — h(0, x) at every point 0 of d6. 
If is fixed, h is harmonic in x, if x is fixed, h ws continuous in 9. 
The Poisson formula holds sith respect to the kernel les 


f(x) = f,h(0, x) f(0) a0 for every function f continuous in & 
and harmonic in the interior. 


f’) If h.(Y, x) denotes the kernel for the domain &,, then for 
fixed x the functions h,|2(4, r), x] converge uniformly as r— 0 


to (0, x) (*). 
g) h(0, x) satisfies the following inequality, obtained by the 
method of comparison domains 


"= Fe (y —c' 7". 
O<R(B, x) = r,@,|0 — x|" 


The function on the right is the Poisson kernel for the exterior 
of the tangent sphere at 9. (Note the inequality in c)). 

We consider the functional space % of all complex valued 
functions continuous in & and harmonic in the interior of 6; 


we define the norm by flo =$ fool (O)1P 424 es where p is fixed 
and satisfies 1 £ p< ©. 

It is obvious that there is no difficulty in showing that the 
perfect completion of % is the space F of Poisson integrals of 
functions L? on 08. This goes as it did before. 

The various assertions about the manner in which the func- 
tions in ¥ assume boundary values require some comment. 

The first step is to define the analogues of the transforma- 


(2?) Both properties f) and f') are obtained by constructing h and h, by the clas- 
sical method of integral equations. See for example Ketroce [19]. 


174 N. ARONSZAJN AND K. T. SMITH 

tions T.. For each r, 0 <r<r;vañd each function f(0) 
in L’ on 06 we put Te) = f.(e) = og A0, z(r, +)1f(0) dû. 
It must be established that there is a constant K’ such that | 
for every feL?, /. MAO ES f, .If(0)? di. Once this | 


is done it follows by the argument we have used before | 
that lim ||f—f,|,)= 0. In other words, the values of f on 


the parallel surface to 06 at distance r converge in mean | 
of order p to the values of f on dé. 
It is true, and for the same reason as before, that 


Leh(8, x) dd = 1. 


It is no longer true that ik h[0, z(r, )]de =1, but the inte- 


gral is < K" for some K" independent of r and 6, and this is 
just as good; however, proof is required. 

We will continue to use the notations we have used through 
the section. For example, if we are considering a given point 
0 on the boundary, then for any number r we write C, for the 
circle with center 0 and radius r; etc. 

Let r and 0 be fixed. Then by property g), 


ery Jo lyo—z(r, 9) —n 
ag [0, 2(r, ¢)] o> 3 wr 0 —2(r, or do 


lyo—z(r, o)| — ia A 
ots i ot Wplo|9§ — 2(r, ¢)|" ? ae i; + i Pe 


Now, if |9 — 9| <r, then |yy — a(r, ?)| — 7 S 2r, and in any 
case {yo —2(r, %)| + rm <D + 2r, where D is the diameter 
of & Therefore, 


1,20 +2) 1 ce DM), 


1 
re or 


To evaluate I, we write 
LED f [ya —z(r, Pere 
or d6 —C, Mer SUE, ¢)|" 
<Pten f l2(r, Pil ap 2 Bath f o—h “+ 
OT EE og —c, |9—2(r, p)| To WP og —c,|9—a(r, ¢)|" 


if we make use of c). 


PPE me 
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Since 0—o|Z>r implies [0 —z(r, ¢)||9—¢|/2, the two 
last integrals are majorated by 


AD nD 
r os and | gn A Cl 


Jr Q 
| Integration by parts shows immédiately that these expres- 
sions are indeed bounded by bounds independent of r and 0. 
The proof of proposition 2) was entirely special to the sphere. 
A proof which will yield the statement of 2) in this more general 
case can be based upon f’) in the following way. Let f be 
a harmonic function for which the functions f,,(¢) = f{z(r,, +)] 
converge weakly for some sequence r,—>0. If g(¢) 1s the weak 
limit, and if x is fixed in the interior of &, then 


respectively. 


fre (0, æ)g(0) 40 = lim Soe (0, æ)f,(0) 40. 
On the other hand, if 4, denotes the variable on 0&,,, then 


flr) = fog Une 2) fn) An = fog nlm 0) #lfa(®) Ind 


where J, is the Jacobian of the transformation 0 —z({r,, 9). 
Now because of the weak convergence of the f,, and the uniform 
convergence of the Jacobians to 1, and of the h,, to h, we deduce 
that f(z) = f\,h(0, x) g(0)d0, and hence fe. 

There is nothing at all to impede the extension of the key 
proposition 3). We shall not repeat the proof, for with the 
original proof and the calculations used to show ||T,f|] 
bounded as a model, the reader will not find it difficult. One 
remark will suffice: 3) should be proved only for « within 
distance r, of 06, but as each set of small capacity is included 
within this strip, the restriction is harmless. Proposition 4) 
is valid as it stands, as is Fatou’s theorem. 


§ 44. Exampte 4. Potentials of order « of M. Riesz. — In this 
last example we shall discuss the potentials of order « of 
Marcel Riesz. Among the many papers on the subject 
especially relevant to our needs are those of O. Frostman 
[17], M. Riesz [23], H. Cartan [12, 13] and J. Deny [15]. | The 
paper of Deny even gives explicitly several of the functional 
space properties of the spaces of potentials, but through most 
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of the paper the prevailing interest lies in measures or in dis- 
tributions, and not in their potentials. 

In the course of the discussion we shall prove that our 
g-capacity c,, formed with the function ¢(t)=’, 1s exactly 
the classical outer capacity. This can be taken as justifi- 
cation of our use of the term capacity. 

The basic set & is Euclidean n-dimensional space, Nt eta 
We designate by K, the kernel of order « of M. Riesz: 


(41,4) Kole) Kou jolte) ss mated for 0<a<n, 


aM 220 (a) 
GE RO M Hoi +. 
pr 
my 
Fundamental in the theory of potentials with respect to these 
kernels is the composition formula established by Riesz : 


(14.2) Ka.g(a—y)= [Ka(e—z)Kg(z—y) dz if a+ B<n. 


Let us write Q* for the class of all positive Borel measures 
u on & with the property: 


(1. 3) [jul = ff Ka(z—y) du(y) du(x) < @, 


and let us write Q, for the class of differences of measures 
in Q*. It can be shown that the integral (11. 3), which is 
called the energy integral, is finite and strictly positive for 


every non-zero measure me Q, (see O. Frostman [17] and 


H. Cartan [12]). The value of the integral is called the energy 
ofu. A measure in (), is said to be of finiteenergy. With the 
usual definitions of addition of measures and of multiplication of 
a measure by a real number the class {), is a (real) vector space. 
On it the function || v || defined by the integral (11. 3) is a 
quadratic norm. The space Q, is not complete in this norm. 
However, an important theorem of H. Cartan (for 0 < « < 2) 
and of J. Deny (for the remaining «) asserts that the subset 
Q+, which is a convex cone in Q,, is complete (*). 


(28) Deny’s proof is based upon the theory of the Fourier transform in the space 
of distributions of L. Scwarrz [24]. It is possible to obtain through direct ana- 
lysis of the energy integral (11.3) a proof which does not make use of distributions. 
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Now we define the corresponding space of potentials, the 
actual functional space in which we are interested. First, 
the exceptional class YJ, is to consist of all sets A for which 


there is a measure v. € QF such that the integral [K,(x—y) du(y) 


is infinite for every æeA. Given a measure nel), we 
define its potential of order « as follows. 


(14. 4) Ku (a) = | K:(x—y) du(y). 


for every x for which the integrand is integrable. It is obvious 
from the definition of Y, that K,u(x) is defined exc. Y%,. We 
write %, for the functional class rel. Y, consisting of all func- 
tions K,u(x) for we Q,. It is not difficult to prove that every 
function of class C* vanishing outside of a compact is equal 
everywhere to the potential of order « (0<a<n) of a 
measure w, belonging to all Q,, O0< 6 <n(”). 

We shall make use of an exceptional class, to be called lg, 
and to consist of all subsets of the G;-sets which have measure 
0 for every measure ve{),. Although this class seems to 
be different form the class %,, we shall finish by showing 
that the two are identical. The proof is difficult, however, 
and for the moment we are content to observe that %,C Yo. 
The argument for the latter proceeds as follows. If » and v 
belong to Q*, then the potential K,u(x) is lower semi-continuous 


and the integral (u, v) = if K,u(x) dy is finite. Therefore the set 
of points at which K,u(x) is infinite is a set G; of v-measure 0. 


From %,C%o, follows that K,u(x) =0 exc. Y%, if and only 
if ||u|| = 0. Therefore if we define || K.u.|| = IL], F becomes 
a normed functional class with quadratic norm. We shall see 
presently that %, is a functional space rel. 2, and that it has a 
functional completion rel. .. 

For an arbitrary closed set AC& let I’, denote the convex 
cone of measures in Q¢ which are supported by A. I’, is 
closed in (+ and hence complete. By arguments standard in 
the theory of Hilbert space it can be shown that correspon- 
ding to any we Q, there is a unique He [, which minimizes 
the distance from u. to elements of I’, ; i.e. ||u.— y|| = min ||. — v|| 


(29) The measure px is given by a density fA(x) of class C7 and O (\z|-"~”) 


for |x| > co. 
12 
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over all ve l',.u’ is called the result of sweeping the measure tt 
onto À. It can be shown that K,y'(x) = K,u(x) a.e. (u’), and 
that K,u/(x) > K,u(x) for ve A exc. Yo. Since (7 contains 
each restriction of Lebesgue measure to a compact set, a 
particular consequence is that Kv (a) > Kap(x) a-e. in the 
Lebesgue sense. It can be shown further that ||u||<||¥||; in 
addition, if u” is the result of sweeping —p onto A, then 
qu + uw Sled] @)- Consider the special case À —&. We 
have || K,(u’ + u")|| << ||Kay||, and also 


K,(u! + u)(x) >|Kau(r)| exc. Yo. 


In the next paragraph we shall see that the inequality 
holds exc. %,, and this will yield the strong majoration pro- 
perty. 

From a lemma of Frostman ensues the fact, that if » 
belongs to Qj, then at every point x the mean value of K,p. 
over the sphere with center x and radius r converges as r—0 
to K,u(x) (whether the latter is finite or infinite). From this 
it is clear that if me, then at every point æ exc. %, the 
mean value of K,u over the sphere with center x and radius r 
converges as r—>0 to K,u(x). Hence, if and vbelong to Q., 
and if K,y(x) > K;u(x) almost everywhere with respect to 
Lebesgue measure, then K,v(x) > K:u(æ) exc. A,. The strong 
majoration property in #, results. 

With the aid of the strong majoration property it is easy 
to show that %, is a functional space rel. %,. Let {u,} bea 
sequence of measures converging to 0 in norm. For each n 
let y, be such that K,u, is a positive majorant for K,u, with 
the same norm, and from the sequence {u,} pick a subse- 


(3°) We make use of the following result which is valid in abstract Hilbert space. 


If lis a closed convex cone with vertex at the origin, and if uw! and u" are respectively 
the points of at minimum distance from » and — 4, then lu! + || < |||], whatever 
be the vector wv. 


Proor. — Since »—vp! is orthogonal to y’ and since —pu—v" is orthogonal 
to y”, the inequality to be proved takes the form 


Ill? (cos? 0 + cos? ? + 2 cos 0 cos ? cos 4) < ||yl?, 


where 9, }, 7, are the angles between » and yp’, uv’ and wu", 2" and — y respectively. 
Since 0 < 0, p< r/2 and =< 0 + 4 + @, it is sufficient to prove that 


cos? 0 + cos? ? — 2 cos cos ¢ cos (0 + +) <1. 
The left side of this inequality is = sin? () + +). 
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00 


=~ Sat tee, 

quence ju, such that DE" <oo. As Q7is complete there 
R41 =) 

fs = ae ; 3 wh . 

is a we QF such that p= Sys It can be shown that if w, 


= . k=1 
belongs to Q3 and if the sequence $,{ converges to w, then 
for every 7, K,w(x) < lim inf K,,(a)("). If the sequence {,} 
is Increasing, then for every x, K(x) > sup K,w,(x), so that 
K,o(x) = lim K,,(x). Applied to the partial sums of the 

Nese Se nee ere es 

series à Un, this gives K,u(x) = D K,u, (x) for every x (where 
k=1 >| 

the value +c must be admitted, of course). Finally, therefore, 

exc. &, we have |K,u, (x)| < K,u,, (x) > 0. 

We are prepared to show that the functions à and à are 
identical. One consequence of this will be that R— and 
w—w. Let {u,} be a Cauchy sequence of measures such 
that for a given set Be, lim inf K,u,(x)|Z 1 on B exe. Ye 


and lim||u,||<6(B) + ¢. Let u, and w, denote the results of 
sweeping 2, and —u,, respectively, on 6. Then each of the 
sequences u, and y, is Cauchy, so the sequence U., = Ua + Un IS 
Cauchy, and because of the completeness of Q* it has a limit uv. 
As %, is a functional space rel. Y%., Sun contains a subse- 
quence fu} such that K,u(x) =lim Ku,,(x) exc. A. There- 
fore we have exc. %,, K,u(x) > liminf|Ku.(x)|Z1 and at 
the same time 3(B)<|ju||<lim||p,||<6(B) +e. 

If A is any set in &, then the measures te Q* such that 
K,u(z) > 1 on A exe. YL, form a closed convex set. Call it Là. 
A closed convex set in a Hilbert space necessarily contains 
a point at minimum distance from the origin (or from any 
other point). Thus the infimum, inf || v || taken over He Pas 
is a minimum, ie. is assumed; for each A € Q there is a measure 


eQ+ such that K,u(x) =1 on A exc. %, and such that 


||u||—=6(A). Animmediate consequence isthat W, = Us (= Ws). 
[* will be used again later. 

The next step is to obtain the relation between our capaci- 
ties and the classical capacity (of order à). One of the many 


common definitions of the classical capacity is as follows. 


(81) See H. Cartan [13]. The simple proof is based upon the fact that K,, is 
lower semi-continuous. 
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(11. 5) If C is a compact set, then Y(C), the capacity of C, 
is the number ||uc|}, where pc minimizes the 
expression|| |} —24(C) among all measures p. € On 
supported by C. po is called the capacitary distri- 
bution of C. If A is an arbitrary set, then Yi(A), 
the inner capacity of À, is the supremum of the 
numbers y(C) over all compact sets CC ASTRA 
is an arbitrary set, then y,(A), the outer capacity 
of A, is the infimum of the numbers y,(G) over all 
open sets GDA. 


It is well known that the capacitary distribution exists 
for any compact set C and is uniquely determined by C. 
uc is the result of sweeping onto C an arbitrary measure y 
whose potential is equal tort everywhere on C. Consequently, 
the potential of uc is > 1 on C exc. Yo, and is equal to 
ae. (uc). If » is any measure in Q; such that K,v(x) => 1 
on C exc. %o,, then 


poll IE te ») = [Kav (a) duc [Kape(x) dec =|] pel! 
so ||v||—=|| cll, and we have the following formula. 
(41. 6) y(C) = inf |]v|| taken over all veQ7 such that 


Kav(x) > 1 on C exc. Ao. The minimizing mea- 
sure 18 [Lc 


It is convenient to express the capacity also as the square 
of the distance from a certain convex set to the origin. The 
measures Le {)+ such that K,u(x) > 1 on C exc. Aq, form 
a closed convex set similar to [é. Call this new set LE. 
By virtue of (11.6) it is plain that y(C) is the square of the dis- 
tance from L' to the origin, and that uc is the point in l'# 
closest to the origin. 

Suppose that an open set G is written as the union of an 
increasing sequence {C,{} of compact sets, and suppose that 
the sequence {uc,} of capacitary distributions is bounded 
(as they must be if G has finite inner capacity). Then there 
exists a subsequence {ue § converging weakly to a measure 
meQ7. For each k, all vc, with 1=k belong to IC, so, 


meee 2 : 
as res, is closed and convex, v. belongs to l'E. Hence 
. k 
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By taking mean-values it follows that K,u(x) > 1 on G every- 
where. Now, [lu] <liminf|luo, |’ <y(G)s_ and [|u| > y(G) 
is obvious from (11. 6). We have proved: 


K,u(v) > 1 on C, exc. Yo,, and so K,u(x) > 1 on G exe. Yo. 


1) If y:(G) < © for an open set G, then there is a we Qt 
such that K,u(x) >1 on G everywhere and such that 


Yo(G) = y:(G) = ul. 


The same argument (up to the point where the mean-values 
are taken) applied to à and A, gives a similar result which 
will be important. 


2) If A is the union of an increasing sequence of sets A, 
then 6(A)=limé(A,) whenever Ae; Ae whenever each 
A,e® and limè(A,) < ©. 

It is plain from (11. 6) that y(C) <Ô(C)* for any compact 
set C. It follows immediately from 2) that y,(G) = y;(G) <è(G)° 
and from 1) that y,(G)—y;(G) >3(G)* whenever G is an 
open set in Ÿ; and it follows also that Ge whenever 
y:(G)< «. An immediate consequence is that if A is any 
set with y,(A)<o, then Ae2 and ¢(A)*’<y,(A). To 
obtain the converse, let Ae%, and let & e (7 be such that 
K,u(x) >1 on Aexc. I, and such that ||y||—=¢(A). For each 
4<A, let G,=E[K.u(z) >]. Then for each n <1, G, is 


ZT 


an open set, G, DAexc. %,, and (ay <IEl If A, is any 


set in %,, then there is a measure ve QZ, ||v||=1, such 
that Ko,y(x)—+o at every point æ of A). Setting 


Go E [Ka (x) > =] we have GiDA,, and Ôô(G)<e. 
Now, taking, A,—=A—G,, we obtain an open set G,U G: 
containing A and such that 6(G,,U G1) <¢(G,) + x) sll ë, 
a number as close as we please to 8(A)(*). It follows that 
if AeQ, then 6(A) =infé(G), the infimum being taken over 


all open sets in Ÿ containing A. And from this and the 
previous discussion follows immediately the next statement. 


(#2) The sub-additivity of 6 results from the fact that 6(A) = 6(A) = 6 (A) 
whenever c,(A) < c. The second equality comes from the strong majoration 
property. 
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3) Ae Qifand only if YA) <0. If Ae, then (A) = (A): 


4) JA) = (A) for every set A (where c, is the g-capacity 
formed with the function $(t) = ie 


Proof. — Suppose that A CNE A, with A,e% Then 
y (A) S , to(An) = jé 6(A,)’, and because {A,} is any 
sequence covering Nd (A)<£a(A). Now, if y, (A) is finite, 
then Ae@ and y,(A) = 6(A)* = @(A). 

The natural question to approach next is that of the rela- 
tionship between the inner and outer capacities. A necessary 
preliminary result is the following, obtained directly from 2) 


and 3). 


5) If A is the union of an increasing sequence of sets A,, 
then y,(A) = lim y,(A,). 

With the aid of 5) and a theorem of G. Choquet we are 
able to state (”) : 

6) If À is any analytic set, then yi(A) = y(A). In parti- 
cular No, = À. 

It has not been proved explicitly yet that the space F, has 
a functional completion. We bring the example to an end 
by doing that and by exhibiting a representation of the func- 
tions in the perfect completion. 

With the aid of the Riesz composition formula, (11. 2), 
it is easy to see that if u e (7, then for every x, K,u(x) = Ka)f (2), 
where f = K,).4, and where Kgg for any function g signifies 
the potential of order $ of the measure whose density with res- 


pect to Lebesgue measure isg. Furthermore, lie’ = ff) de. 
It follows that for any mue Q,, and for f= K.,u, we have 


(14. 7) Kyu(0) = Kanfla) exe. A, and [lu =f \f(@)/tde. 


(33) G. Cnoquer has developed an abstract and very general theory of capacity 
in topological spaces. The crucial properties of the present set functions Y, Yi 
and y by virtue of which Choquet’s theorem is applicable are the following: (see 
Choquet [14 a]. 

a) y is an increasing non-negative set function defined on all compact sets. ~ 

b) Given a compact set C and an < > 0 there is an open set G>C such that 
y(C') <y(C) + « whenever Cc C’cG. | 

c) y: and y, are constructed from y as in (11. 5). 

d) y, satisfies 5). ; + 


———— 
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Let A be the set of points where K,,f(x) = + © for some 
non-negative square integrable function f. Because of the 
lower semi-continuity of K,),f(x), A is a set Gj. It is imme- 
diately seen that if ue (+ then the integral f Kanf (a) du. (x) 
is finite. It follows that w(A) = 0. In other words, 
AeY%o,=Y%A.. The class of subsets of sets where the poten- 
tials K,),f(x), f 0 and square integrable, become infinite 1s 
exactly the class Y%,. It can be proved easily by methods 
we have already used that the class %, of functions K,)f(2), 
f square integrable, is a functional space rel. %, when given 
the norm ||K,),f||=)/ \f(a)|?de{". It is evident that this 
class is complete, and by (11.7) it contains %, as a subclass. 
Indeed, J, is the perfect completion of %,; the only remaining 
point, that of the density of %, in %,, is easy to settle with the 
aid of the fact that every infinitely differentiable function 
which is 0 outside a compact set is the potential of order 
a/2 of a measure ue().. This is a fact we have mentioned 


before (see the paragraph after (11. 4)). 
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FONCTIONS CROISSANTES ET MESURES 
SUR LES ESPACES TOPOLOGIQUES ORDONNES 


par André REVUZ 


INTRODUCTION 


L’étude des fonctions dénombrablement additives d’en- 
semble, et surtout celle des fonctionnelles linéaires dont on 
sait qu’elles leur sont étroitement liées depuis les travaux de 
F. Rresz et de Rapon, a connu au cours des dernières décades 
un développement considérable. Le résultat central est l’exten- 
sion du théorème de Rresz au cas d’une fonctionnelle linéaire 
sur l’espace des fonctions continues numériques définies sur 
un espace localement compact X et nulles hors d’un compact 
(variable avec la fonction) et d’une mesure de Ravon définie 
sur X. 

Par contre la notion simple de fonction d'ensemble crois- 
sante (F(X) > F(Y) si X> Y) ou de fonctionnelle croissante 
(F(x) > F(y) si a(t) >y(é) quel que soit t dans l’ensemble 
de définition des fonctions 2, y...,) ne semble pas avoir fait 
l’objet de recherches systématiques. Pourtant, parmi les fonc- 
tions d’ensemble croissantes figurent des éléments aussi impor- 
tants que la capacité d’un ensemble. 

C’est pourquoi, tandis que M. Cmoquer entreprenait ses 
récentes recherches sur la capacitabilité des ensembles boré- 
liens, qui devaient le conduire à élargir la notion de capacité 
et à bâtir une théorie des ensembles K-boréliens et analytiques 
dans les espaces topologiques généraux, il m’engagea à étudier 
les fonctions d'ensemble et les fonctionnelles croissantes. 

Partant du fait que toute fonction d’une variable réelle x, 
positive, non-décroissante et continue à droite, définie sur 
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un segment [a, b] peut être associée à une mesure de Rapon 
positive sur [a, b] telle que f(x) soit la mesure du segment (aya; 
je me suis fixé pour premiére tache de déterminer les fonc- 
tionnelles et fonctions d’ensemble croissantes pour lesquelles 
une circonstance analogue se produirait, et que l’on peut a 
bon droit considérer comme les plus simples. 

L’étude gagnant d’autre part en généralité et en simplicité 
si l’on fait abstraction de la nature des éléments de l’espace 
sur lequel F est définie, il y a avantage à considérer des fonc- 
tions croissantes sur un espace topologique ordonné et le pro- 
blème s’énonce alors de manière précise ainsi qu'il suit : F 
étant une fonction positive, croissante et continue à droite 
définie sur un espace topologique ordonné X, quelles condi- 
tions y a-t-il lieu d'imposer à F et à X, pour qu'il existe une 
mesure positive sur X pour laquelle l’ensemble C_(x,) des 
x vérifiant l'inégalité ordinale x + x, soit mesurable et ait 
pour mesure F(x,). C’est à ce problème que nous donnons une 
solution dans le chapitre 1 en donnant des conditions néces- 
saires et suffisantes pour F et suffisantes pour X, et en prenant 
successivement le mot mesure au sens de: fonction additive 
d'ensemble, fonction dénombrablement additive d’ensemble, 
mesure de Radon (ou mesure réguliére de Borel suivant la 
terminologie de P. Halmos (Cf. Halmos, 1). Nous appelons 
totalement croissantes les fonctions F qui vérifient les condi- 
tions trouvées, qui consistent en inégalités exprimant que ce 
que l’on peut appeler assez naturellement les « différences » 
de F sur X sont toutes positives. 

Dans le chapitre 11, nous étudions d’abord à quelles condi- 
tions la théorie exposée dans le chapitre 1 pour des fonctions F 
réelles, s’étend au cas où F prend ses valeurs dans un groupe 
topologique ordonné Y. Puis nous introduisons une notion de 
fonction à variation bornée essentiellement fondée sur la 
structure d’espace ordonné de X et de groupe ordonné de Y. 
Les théorèmes sur l’association d’une fonction F et d’une 
mesure sur X telle que F(z,) soit la mesure de l’ensemble 
C_(x,) s'étendent au cas des fonctions à variation bornée. La 
notion introduite coïncide avec la notion ordinaire lorsque 
Y et X sont la droite numérique R'. Si Y est la droite numé- 
rique et si X est localement compact, les mesures correspon- 
dantes sont les mesures de Radon de signes quelconques sur X. 
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Les résultats relatifs à l’association à une fonction F d’une 
mesure dénombrablement additive n’ont pu être établis qu’au 
prix de la condition suivante imposée à X (axiome X,) : C_ (x) 
est compact pour tout æeX. Cette restriction très forte ne peut 
malheureusement pas être levée sans précaution. Cependant 
nous étudions dans le § 3 du chapitre m deux cas où la théorie 
peut être développée avec des conditions plus faibles. (En 
fait, il s’agit d'espaces X que l’on peut en quelque sorte « compac- 
tifier partiellement ».) 

Nous avons constamment pris dans ce travail le mot mesure 
au sens de fonction d’ensemble additive (simplement ou 
dénombrablement) parce qu’il nous a paru que c’était cet 
aspect qui se prétait le mieux a l’étude du problème posé. 
Mais, un des intérêts essentiels d’une mesure est de permettre 
la définition d’une intégrale, et, s’il s’agit d’une mesure de 
Radon, de conduire aux fonctionnelles linéaires sur l’espace 
C(X, R) des fonctions numériques continues sur X, nulles hors 
d’un compact, variable avec la fonction. Notre résultat peut 
donc être présenté comme un théorème de « linéarisation »: à 
une fonction totalement croissante, continue à droite sur X, 
nous avons canoniquement associé une fonction linéaire 
continue sur C(X, R). 

C’est à l'intégration à partir d’une fonction totalement 
croissante ou à variation bornée qu’est consacré le chapitre 111. 
Mais auparavant, nous étudions un certain nombre d'exemples 
auxquels la théorie des deux premiers chapitres s’applique : 
les plus importants sont, sans doute, l’espace des compacts 
d’un espace localement compact et l’espace des fonctions 
continues sur un compact. Ce dernier ne satisfait pas à Paxiome 
X,, mais en lui adjoignant les fonctions semi-continues supé- 
rieurement, on obtient un espace auquel la théorie s’applique. 
Quant au premier, dans le cas particulier de l’espace des 
compacts d’un espace compact, on obtient une remarquable 
dualité entre les fonctions totalement croissantes et les capa- 
cités d’ordre infini de M. Choquet (Cf. Choquet, 2). 

Ces espaces légitiment par leur existence le choix des axiomes 
de la théorie, qui confèrent aux espaces qui les vérifient et que 
nous désignerons par &, une structure assez riche pour que 
lon puisse y obtenir l'intégrale d’une fonction relative à une 
fonction à variation bornée, continue à droite, par un processus 
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qui est une généralisation de l’intégration de Riemann-Stieltjes 
dans les espaces euclidiens. Cela permet, en particulier, d’ob- 
tenir une solution simple de ce qu'on peut appeler le probleme 
des moments dans un espace % (étant donnée une fonction- 
nelle M définie sur une famille de fonctions continues + sur un 
cône C_(a,) de %, à quelles conditions peut-on déterminer une 
fonction F totalement croissante (ou à variation bornée) et 


continue à droite sur % telle que l’on ait M(¢) = [odF) et 
d’obtenir en même temps le théorème de Riesz dans les 
espaces %. 

C’est pour moi un agréable devoir d'exprimer ici ma pro- 
fonde reconnaissance à M. Densoy, dont les encouragements 
m'ont été précieux, et dont l’étude de l’œuvre, d’une beauté si 
pure, a été une part essentielle de ma formation, et à M. Cro- 
QUET, qui a bien voulu m’associer à ses recherches et dont 
l'amitié vigilante ne cessa de s'intéresser aux miennes. 

Je remercie vivement aussi M. Dusrerz qui a accepté de me 
proposer le sujet de la seconde Thèse. 


SSS 


CHAPITRE PREMIER 


LES FONCTIONS TOTALEMENT CROISSANTES 


§ I. — Définitions. Notations. 


4. Espace ordonné. — X sera dans tout ce travail un espace 
ordonné, c’est-à-dire qu’il existera entre certains couples de 
ses éléments une relation x 2 y (lue x antérieur, ou inférieur à y) 
et telle que | 

D cn D pour tout xeX 
rsy et y3z => “32 
T<Y et yu => Z—=Y 


x<y nest donc pas incompatible avec æ—y, tandis que 
x non <y l’est forcément. Nous ne supposons pas que l’on ait 
x 3y ouy <2 pour tout couple d’éléments; s’il en était ainsi, 
nous dirions que X est totalement ordonné. 

Nous désignerons par {x; P} l’ensemble des éléments x 
possédant une propriété P. 

Nous appellerons cône positif de sommet 2, C(x), l’ensemble 
(y; yeX, ye x}, cône négatif l’ensemble C_(x) = {y; yeX,y 3x. 
(L'expression de cône n’est parfaitement adéquate que si 
est un espace vectoriel ordonné, mais nous l’utiliserons dans 
tous les cas à cause de sa commodité.) 

Un élément sera dit maximal (resp. minimal) si C.(x)= {x} 
(resp. C_(x) = fæ})({xi étant l'ensemble constitué du seul 
élément 2). 


2. Mesures. — Nous renvoyons pour tout ce qui concerne 
la théorie de la mesure à l’excellente monographie de P. Hal- 
mos (Cf. Halmos, 1), et nous nous contentons de rappeler les 
définitions et résultats suivants : 

Une famille de parties de X sera dite un anneau J, si, avec 
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deux parties A et B elle contient leur réunion À u B et leur 
différence symétrique AAB—AuB—An B. Comme on a 
(A u B)A(AAB) = A n B, Y contient aussi l’intersection de deux 
quelconques de ses éléments, et comme A uB=(AAB)A(A n B), 
% peut être aussi défini comme une famille de parties conte- 
nant Vintersection et la différence symétrique de deux quel- 
conques de ses éléments: Ÿ a une structure algébrique d’an- 
neau commutatif relativement à ces deux opérations, l’opé- 
ration de groupe étant la différence symétrique. Remarquons 
enfin qu’en vertu de A—-B = AA(A nB), X contient aussi la 
différence de deux quelconques de ses éléments. 

Une application u: A—uA de % dans R', ou plus généra- 
lement dans un groupe abélien sera dite une mesure simple- 
ment additive (ou plus brièvement additive) si 


A, Bed, AnB=g = pAuB=vA-+pB. 


On peut aussi envisager des mesures a valeurs dans R,, (demi- 
droite réelle positive compactifiée par +). Les mesures 
simplement additives que nous considérerons seront au contraire 
finies, c’est-à-dire que pA < +0 pour tout Aed. 

Une famille de parties de X sera dite un c-anneau, À si 


A, Bel => AABEM 
et : 


AM i= 1, 2, >| J Aaa. 
41 


Une application & d’un c-anneau % dans R', ou dans un 
groupe topologique abélien sera dite une mesure dénombrable- 
ment additive ou c-additive si 


Ag 1 — 1, 2, ... ‘ 
A,jn Aj=¢ en Er eLJa= Sa 


Une mesure réelle s-additive est dite o-finie si pA = 00 n’est 
possible que s’il existe alors des ensembles A;, 1= 4, 2..., 


disjoints et appartenant à À et tels que A = | JA, et uA; << oo 
pour tout 1. i=! | 
Une mesure réelle positive est dite complète si 


Nel et uN=0 et FeN => Fel et uF—=0 
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u. étant une mesure réelle simplement additive sur un anneau 
YA, on définit la mesure extérieure associée u* sur le c-anneau B 
des ensembles B ayant au moins un recouvrement dénom- 
brable formé d’ensembles A de Y, en posant 


eB Sania wA; 


ta 


pour tous les recouvrements de B. 
Un ensemble E de $ est dit mesurable-v. si l’on a 


u*B=p"BonK+p*Bo [E 


pour tout Bed. 

Les ensembles mesurables-1 forment un c-anneau et le 
résultat fondamental que nous aurons à utiliser dans la suite 
est le suivant : Toute mesure réelle positive finie simplement 
additive w sur un anneau Ÿ est prolongeable d’une manière 
unique en une mesure réelle positive c-additive o-fime et 
complète sur le c-anneau des ensembles mesurables-4 si et 
seulement si 


3. F(x) sera dans la suite une fonction définie sur X et pre- 
nant ses valeurs dans R', ou dans un espace vectoriel topolo- 
gique ordonné, ou un groupe abélien topologique ordonné, ou 
un groupe abélien ordonné. 

Par groupe abélien ordonné, nous entendons un groupe 
abélien G muni d’une structure d’ordre telle que 


x, y, 2G ae af ee res ue TL Lee 


Par espace vectoriel ordonné, nous entendons un espace 


‘ ; ag . 
| vectoriel V sur le corps des réels muni d’une structure d’ordre 


telle que 


x, y, ZEV y => a+23y97% 
xeV, À€R, z$ 0, 150 => Ave. 
13 
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° ’ x = = = " ? 
Aucun lien n’est prévu à priori entre la topologie et l’ordre 
sur les espaces vectoriels et groupes topologiques ordonnés. 


4. Topologie. — Nous renvoyons pour tout ce qui concerne 
les définitions et les résultats de topologie générale que nous 
aurons à utiliser aux Éléments de Mathématiques de N. Bour- 


baki (Cf. Bourbaki, 1, 2, 3). 


§ 2. — Les conditions nécessaires. 


Notre but est de déterminer les conditions relatives à X 
et à F pour qu’il existe une mesure positive c-additive x définie 
sur un ç-anneau contenant les cônes C_{x) et telle que 
uC_(x) = F(z). 

Nous supposons que F prend ses valeurs dans un groupe 
abélien ordonné, sur lequel positif a le sens de supérieur a 
l'élément neutre 0. 

Nous obtiendrons, à fortiori, des conditions nécessaires en 
supposant que x est simplement additive sur l’anneau % 
engendré par les cônes C_(x) et sans faire d’hypothèses sur le 
signe de u. Plaçons-nous dans ce cas et supposons que l’on ait 
nC{(x) = F(z), 

9 contenant les C_(x) doit contenir les ensembles C_(x) n C_(y) 
quel que soit le couple x, y d’éléments de X. 

Nous supposerons désormais que X vérifie l’axiome suivant 
X,: Si C_(x)nC_(y)#¢, il existe un élément z tel que 
C_(x) n C_(y) = C_(z). Cet élément z= inf ay est le plus 
grand des éléments plus petits que x et y. 

S'il n’en existe pas dans X, nous adjoindrons à X un élé- 
ment w antérieur à tous les autres. Dans ces conditions, la rela- 
tion C_(x) n C_(y) = # dans X est équivalente à w = inf zy 
dans Xv fw}. Et nous prolongerons F à Xu fwien posant 
F(w) = 0. 

Il est clair que inf zy = infyz et que inf (infay)z = inf (xinfyz) 
élément qui est le plus grand de ceux qui sont inférieurs à x, y 
et z et que l’on notera inf xyz. 

L’opération inf, définie sur tout X u {w}, y est donc commu- 
tative et associative. Xu {wi est un demi-treillis. 


Te DENT TS 


ae 
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Dans ces conditions la différence C_(x) 
tient à N est identique dans tous les cas à C_ 
Sa mesure vaut u(C_ (x) — C_ (inf xy)) = 
puisque C_ (inf æy) € C_(x). 

Plus généralement, étant donnés n+ 1 éléments a, u,,u,,...u,, 
de X, considérons l’ensemble 


(4) C_(#)—|_Jc_(u) = ¢C_@)—|_J C_(inf au) 


io! i= 


C_(y) qui appar- 
(x) — C_ (inf y). 
F(x) — F (inf zy) 


Cet ensemble appartient à A. Nous désignerons par 5 les 
ensembles de ce type, et par J l’ensemble de tous les 5 (n pre- 
nant toutes les valeurs entières et (x, W,,..., Ua) décrivant X"*') 
et des cônes C_(x) que nous considérerons comme des ensembles 
S correspondant à n = 0. Pour spécifier les éléments qui déter- 
minent un ensemble S donné, on écrira S(æ; u,,...,u,). 

Un tel ensemble peut être également défini par 


(2) S(æ;u,...,u,) ={y; y 32, ynon su,i=1,2,... ni 
On a déjà remarqué (1) que 
(3) S(x; u,, .., Un) = S(a; inf ru, ..., inf zu,). 


On pourrait se limiter pour définir les ensembles S au cas 
où u,22,i=—1,...,n. D'autre part, il est clair que si u, < Uy, 
on peut omettre l’élément u, dans la détermination de S. Tout 
ensemble S non vide admet une détermination canonique unique 
satisfaisant à u, 3x, 1=1,..., n et u; non <u; pour 1]. 
L’existence de cette détermination est évidente. Montrons en 
Punicité. 

Tout ensemble non vide S a un plus grand élément, son élé- 
ment x, qui est par suite unique pour chaque S et que nous 
en appellerons le sommet. Supposons alors que 5 admette deux 
déterminations canoniques distinctes 


SSS (8a, TS, Ua? Un) = S(T; Pi 0 Ppp ees i): 


Il est impossible que pour un couple u, #; on ait 9; 3 U; 
et 9, Uj, Car 9; 2 u, exclut ui < Pr, k FJ (sinon 9; < Pis 
or la seconde détermination de 5 est canonique) et par suite 
entraîne u; non ~9, j —1,..., p, et comme US; MERE à 
(S non vide!) on aurait ueS, ce qui est en contradiction avec 


l'existence de la première détermination canonique. 
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Mais si 9; + ui, oj; Ui est impossible pour tout 1 et tout ] 
on a 9, non =u, U==1,..., n. On en conclut comme plus 
haut »,eS, ce qui est incompatible avec S = S(v; #1,..., Ph). 

L'hypothèse de deux déterminations distinctes canoniques 
est donc absurde. 

Mais nous ne nous astreindrons pas à ne considérer que des 
déterminations canoniques, car les calculs sur les ensembles 5 
sont beaucoup plus souples si lon définit tout S par un élé- 
ment æ d’une part et n éléments u; d’autre part sans faire 
d’hypothéses restrictives sur les w;. 

Les formules (2) et (3) permettent d’écrire 


(4) (S(wj ty ….…, u,) = S(x; infau,, ..., inf xu,_;) 
—S(inf zu,; infru,u,, -..; inf vu, _,u,) 


le deuxiéme ensemble étant contenu dans le premier. 
C'est dire que S(x; u,,..-, Un) s'obtient en retranchant 
successivement de C_(x) les ensembles 


E,(z) = C_(inf xu,) 
E,(x) = C_ (inf vu,) —C_ (inf ru,u.) = C_ (inf zu,) — E, (inf zu.) 


ra i ce a ee Ret ee me OS BS ih IE 


ea lei. El eT FO sert Le tin, Oui RO IO. à) 1S ge 2 € 


puisque cette décomposition est valable pour n = 1 et que si 
elle est vraie pour n—1, (4) en prouve la validité pour n. 
D’autre part la définition de chaque E, prouve que 


E,(z) ¢ C_ (inf zu,) 
d’ou 
E, (inf vu, ,,) ¢ C_ (inf au,u,,,) ¢ C_ (infu, ,,) 

et que par suite E,(x) est exprimé comme la différence de 
deux ensembles dont le second est inclus dans le premier. 

S(@; Wy. ++, u,) peut donc être construit à partir de cônes 
négatifs en prenant des différences successives d’ensembles 
contenus l’un dans l’autre. 


L’additivité de u sur À permet de déduire de (4) 


(Bases. sha, 8 (es feu, isdinfirttah) 
— LS (infru,;infruu,, ...,infxu,_,u,) 


Sd à 
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(6) US = F(x) — L,F (inf au,) + XF (infzuu,)+--- 
+ +--+ (—1)?2,F (infau,,...u;,) +--+ (—41)"F (infu,...u,) 


x, désignant la somme étendue à toutes les combinaisons 
de p des indices 1, 2, ..., n. 

La formule (6) est vraie pour n = 1, et si elle est vraie pour 
n-1, (5) montre qu’elle est vraie pour n. 

Dans l'hypothèse de l’existence d’une mesure additive sur 
l’anneau engendré par les cônes C_(z), les S appartiennent 
donc à cet anneau et leur mesure est la quantité obtenue 
ci-dessus (6), que nous désignerons par A(S) et qui peut être 
considérée comme une différence n€ de F sur X. 

Si l’on suppose u & 0, on obtient done les conditions néces- 
saires A(S) ¢ 0 pour tout Sef. 

Nous dirons qu’une fonction F(x) à valeurs dans un groupe 
abélien ordonné est totalement croissante si A(S) & 0 pour 
tout Se. | 

Il est essentiel de remarquer que la valeur obtenue pour 
A(S) ne dépend que de l’ensemble 5 et non de la manière dont — 
il est déterminé : il suffit de vérifier que l’on obtient la même 
valeur avec la détermination canonique et une détermination 
quelconque. Or, il est clair que le remplacement de u; par 
inf zu; ne modifie pas A(S). D’autre part, si par exemple 
u, <u,_,,ona inf u,u,_, = u, et tous les termes où figure u, 
disparaissent dans l'expression de A(S) car leur somme s’écrit 


— F(u,) + XF(infuu,) +--+ +(—IPLF (infu;.…. U;,U,) 
eee ey FE fant uy, ... 6, 0) CF (inf u,_,U,) 
— YF (inf uu,_,u,) + +--+ (—1)?**2,F (inf u;...u;u,_;u,) 
+...+:(—1)"F (inf u,. ..U,_2Un_ Un) 


ou }, représente la somme étendue à toutes les combinaisons 


de p des indices 1, 2, ..... , n-2. 
$ 3. — Les propriétés algébriques 
des ensembles S et des nombres A(S). 


4. Nous supposons maintenant qu’une fonction Fix) à 
valeurs dans un groupe abélien ordonné Y soit donnée, et qu’à 
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tout ensemble Sef, on ait fait correspondre la quantité A(S) 
définie au paragraphe précédent. 
Nous allons établir le 


n 
Tuéorème. — Les réunions finies disjointes À = | |S; d’en- 
i=1 
n 


sembles SeS forment un anneau À, sur lequel mA = YS, A(S;) est 


une mesure additive. 


2. La première partie de ce théorème est la conséquence des 


propositions suivantes : 
1° Etant donnés deux ensembles S,, SE, wl existe 3 ensembles 


s',S", Se deux à deux disjoints et tels que 
SUS,—S us US 
Soient, en effet, 
Sees G,s Un Vacs Up) et S, = S(a,3 Pis ces Va). 
On définit 
S' = Slay; Tes Uy, +. Up) 
| Si" = STE Vs Pig ses V4) 
S” = S(infa,e,; infuy, 1=4, ..., Pp, poe Mgt cag): 
Il est clair que 
SinS’=¢, car 25 —>r<x et aeS" => x non <2, 
et que 
S'nS"—9 car reS—>xnon<x, et xeS" => x 32, 
(même raisonnement pour S!n Si est i} 


D’autre part, S'eS, et S’c 5, sont évidents. 
Il suffit pour terminer de prouver 


xeS” 
xs, 


Prouvons d’abord la première implication : 


xes 
— 265, et ” ES! => x5". 


xeS" => x 2 inf 24,2,—> 2 < x. 
Mais si 2 < x, et 2¢S,, il existe un indice 1 tel que x + u;. Or 


xeS"=—> x non < inf uy, jrmdyie.-sut 
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Ceci entraîne enon < 9), | = 1,..., q, car si pour un indice J, 
on avait x +4»; cette relation jointe à x <u, impliquerait 
x inf us, On a done 2 < inf xx, + x, et æ non <v,,] =1,..., 9, 
c’est-à-dire xeS,. 

Passons à la seconde implication : 


meS, et «ctS’—> 222, et x22, et ænon +<u, 1=1,..., p, 
done à fortiori 


x inf 2,2, et xnon ~inf up, 
p= 1,...,p, J—1,...,q, c'est-à-dire x". 


20 L’intersection de deux ensembles S,, SES est un ensemble Se. 
On a, en effet 


x 
SOS inf teres Us ol Pantera): 


30 La différence de deux ensembles S,, 5,¢5 est une réunion 
finie disjointe d’ensembles Ses. 

Comme S, — S, = 5, — 5, 5,, on peut en vertu de la pro- 
position précédente supposer que l'on a 5, < Se 

Mais dans ce cas, la décomposition étudiée en 1°, 


S, u S,—S/ u S’u S’ seréduit à S,=S'u 8", car S,cS,—>S" =. 


En outre S’n S, = 9, donc S,¢S” et infax, = 2. 

Il suffit donc de démontrer la proposition pour deux en- 
sembles S de même sommet inclus l’un dans l’autre et pour 
lesquels nous reprenons la notation 


S, = Six; u,,..., Up) et S = S(z; ¥,, ---, vale 
Considérons alors les ensembles 
/ ges 
S055 Pis oo oy Dj Ware ss u,) J—=1,...,4. 


On a Sin S,=¢9 pour 7k. En effet, si, par exemple, 7 <<‘ 
ona 


Sj, ¢ C_(#;) et S,n C_(v;) =. 
On a de méme | 
S,nS;=¢ pour = 16,7 
D’autre part, yes, et y£S: > y 2zet ynonsu,t=1,..-, P 
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et y 2 9; pour au moins un indice j. Si J, est le plus petit de 
ces indices, on a yé5j,. 


La décomposition 
p 
s,—s,= Js 


pre 
répond à la question. 

Il résulte immédiatement de 1°, 20 et 3° que si A et B sont 
deux réunions finies disjointes d’ensembles S, il en est de même 
de leur réunion, de leur intersection et de leur différence done 
aussi de leur différence symétrique. La premiére partie du 
théorème est prouvée. 


3. Il reste à prouver que mA est une mesure sur %. L’addi- 
tivité est évidente; le seul point à établir est que mA est bien 
définie, c’est-a-dire que deux décompositions distinctes de 
A en ensembles S disjoints donnent la même valeur de mA. 

Il suffit d’établir pour cela l’additivité finie des A(S), c est-a- 
dire 


n 


s=|_Js, ét 0; oto, = Pre POULE Ie A(S)= > A(S)) 


12 i=% 


car si 
n P 

A=(_JS= (JS avec SinS,= 9, iF] et Sin Si = 9, kl 
PL et | 


n P 
et mA—=.) AS) et mA= SAS), 
i 1 k=1 


(= 


on a aussi 
P 

S;= (J (Sin Si) avec (Sin Si) n (Sin S)= Sn Sen S= 9, kAl 
k=1 


n 


= (_J (Sin Si) avec (Sn $i) n (S;n S,)=S:n Sn S$, = 9, iz 


mA = §,A(S) =P LAG 9 8) = DBAS. 8) = 


i= 


I Ms 


A(S;)= mA. 


Il reste à établir l’additivité finie des A(S). 
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Nous allons montrer, à cette fin, qu’on peut ordonner toute 
famille d’ensembles S deux à deux disjoints en posant 
S, 3S, <> il existe ses, tel que x S x,, x, sommet de §,,. 

La relation est évidemment réflexive et transitive; et il est 
impossible que l’on ait à la fois S, = S, et S, = 5, si Sn S, = ÿ. 

Supposons, en effet 5, < S, et soient x, et x, les sommets 
respectifs de S, et 5,. Il existe x et y tels que 2€5,, donc x < 4, 
yes, done y = x, et x + y donc a <infx,x.. 

Mais xeS,—+> C, (x) n C_(x,) c S,, or infa,x,eC, (x) n C_(x,) donc 
inf z,2,€S,. L'hypothèse 5, < S, impliquerait de même 
inf 2,27,€5,, ce qui contredit S,n 5, = 9. 

Les ensembles S;, deux à deux disjoints, dont la réunion 
constitue S, étant ainsi ordonnés, il existe, puisqu'ils sont en 
nombre fini, au moins l’un d’eux, soit S,, qui n’est précédé par 
aucun autre. Soient, alors, S(x,; u,, …, Up) la forme canonique 


de S, et S(x:; »,, ..., #,) celle de S. Chaque u; est alors soit un 
des éléments ¢,, soit de la forme inf x. 
On ne peut, en effet, avoir pour tout 7 = 1, ..., g, u; non 39%; 


et uv, car u; appartiendrait à 5 sans appartenir à 5, 
et comme u, + 2, (détermination canonique de S, !), il existe- 
rait un élément antérieur à S, parmi les 5;. 

Si d'autre part, pour un couple u;,#;, on a ux % cela 
entraîne u;=v; ou u—=infæ#,. Dans le cas contraire, 
inf x,9, appartiendrait à S sans appartenir à 5,: même contra- 
diction que plus haut. 

En ajoutant au besoin aux éléments 9, des éléments de la 
forme inf z,v; (la détermination de 5 ne sera plus canonique !) 
on pourra donc toujours considérer que les u; sont p des élé- 
ments 9,,..., #, d’une détermination convenable de 5, soit 
u; = 9,1 =1,..., p- D'autre part, 5 — S, est un ensemble 5 
qui s'écrit S — S, = S(T; Lay Pps iy o> D). 

Enfin, il nous sera plus commode, pour faire le calcul des 
A(S) d’utiliser les déterminations, en général non canoniques, 
suivantes : 


Sh => Sins opie) Si S (x ry Pipi cregehs) 
justifiées pour la premiére par le fait que 
YES <> yes et Y 32, 


et pour la seconde que 9; < % pour j = 4, ..., p. 
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L'égalité A(S) = A(S,) + A(S —S,) se vérifie alors sans 
peine : il suffit d’écrire les valeurs des A(S) 
A(S) = P(x) 27 Pe) aoe + (—4)*d, F (info, --- %,) 
HULL (AT (inf », ..- 94) 
NET (2) 29; Fmt 2,0) oie 
eo (A Panta, » = Vi ++ (—1) Fiinfz, basta 
A(S Oe) =F (x) re (x) VQ bed is (9) oa a 
+... + (—1)2,F(infr,...v:) (A) D, F (infz,9;,.-- (72) 
ed: EE TOR EP EE (—1)?*' F (inf x,y, -.- #4) 


pour constater que les termes tels que F(inf 2,»;, ... %;,) figurent 
avec le signe (—1)* dans A(S,) et le signe (—4)**’ dans 
A(S — §,). 


Le procédé appliqué a S s’utilise sans changement pour S-—S, 
et au bout de n opérations, on obtient la formule. 


3. Propriétés des A(S) si l’on suppose A(S) + 0 pour tout Sed. 

Il résulte immédiatement de ce qui précède que si A(S) & 0 
pour tout Ses: 

1° A(S(a; uw, …, u,)) est une fonction croissante de 2 et 
décroissante de chaque ui. 

20 Plus généralement 


entraîne 


§ 4. — Extension de mA en une mesure o-additive. 


4. Nous nous limiterons dans ce paragraphe au cas ot F(z) 
est à valeurs réelles positives, et nous supposons que les condi- 
tions A(S) > 0 sont satisfaites pour tout Sed. 

L’extension de la mesure réelle positive mA définie sur 
l'anneau 9 en une mesure 5-additive est possible si et seule- 
ment Sl 


AM, AQ, An A=s ij), A=( JA=>mA= S mA, 


i abe: 2 


FONCTIONS CROISSANTES 203 


Comme les ensembles A sont des réunions finies disjointes 
d’ensembles S, cette condition est équivalente à la suivante : 
a «0 a a . Q a a a à = 
Ses, Sef, Sin5,=—¢8 UAy), S= | ]S,—- AS) == DAD). 


Pom i=1 


Nous allons montrer que cette condition est satisfaite 
moyennant les hypothèses sur X et sur F(x) que nous indi- 
quons ci-dessous. 


2. Hypothèses sur X. — Nous présenterons deux groupes 
d’hypothèses sur X. Les premières X,, X;, X. seront utilisées 
au paragraphe suivant où X sera supposé localement compact. 
Les secondes comportent X, et des conditions X,, X,, respec- 
tivement plus faibles que X, et X, mais qui suffiront pour 
obtenir l’extensibilité de mA en une mesure 5-additive. 

X est supposé muni d’une topologie ©, non obligatoirement 
séparée à priori. 

Soit P(x) le filtre des voisinages V(x) de xeX. (a) n C(x) n’est 
jamais vide (il contient au moins 2), il engendre donc une base 
de filtre lorsque U(a) décrit B(x): ce filtre ¥ (x) sera dit le 
filtre des voisinages à droite U(x) de x. Les filtres ¥Y_ (x) satisfont 
aux axiomes des voisinages et définissent sur X une topologie 
G_ déduite de G et dela structure d’ordre de X, dans laquelle une 
famille de générateurs des ouverts est constituée des ensembles 
OnC.(x) où x décrit X et O la famille des ouverts de 6. ©, 
est une topologie plus fine que ©. 


Axiome X,. — Quel que soit xeX, C_(x) est compact pour © 
(donc ne l’est pas pour ©, si celle-ci est strictement plus fine 


que ©). 


Axiome X,.— Quel que soit weX,C_(x) est fermé et quasi- 
compact pour ©. | 

Un espace topologique est quasi-compact si tout filtre sur cet 
espace a un point adhérent, sans que la séparation de l’espace 
soit postulée (Cf. Bourbaki, 1). 

Il est immédiat que tout sous-espace fermé d’un espace 
quasi-compact est lui-même quasi-compact. Nous utiliserons 
le fait que tout espace quasi-compact vérifie l’axiome de 
Borel-Lebesgue : Tout recouvrement ouvert de l’espace en 
contient un recouvrement ouvert fini. 
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Axiome X,. — inf xy est continue à droite; c’est-à-dire 3 
si inf zy ~ w, il existe pour tout 0, (inf ay), un Ÿ,(x) et un 
0 (y) tels que 

FeO, (x), nev, (y) —> inf Eyed, (inf zy) 
si inf «y = «, il existe un U ,(x) et un U,(y) tels que 
EU, (x), ned, (y) inf Ey = o. 

On peut encore exprimer X, en considérant l’espace 
X= Xu ‘{ muni de la topologie ©, définie par: B(x) est 
une base du filtre des voisinages de x, si xeX, et le filtre des 
voisinages de w est l’ultrafiltre de ses surensembles et en 
disant que 2x, y—inf ay est une application continue de 
X x X dans X. 

Axiome X,. — Pour tout xeX, non maximal et tout U,(z), il 
existe yéU ,(x) tel que C_(x) € C(y) (intérieur de C_(y) pour ©). 

Axiome X,. — Si xeC_(y), il existe pour tout U(x), un élé- 
ment zéU,(x) n C_(y)tel que C_(x) soit inclus dans l’intérieur 
J,C_(z) de C_(z) pour la topologie induite par © sur C_(y). 


3. Remarques sur les axiomes précédents. — X, et X, sont 
très restrictifs. Ils ne peuvent cependant pas être élargis sans 
précaution comme le prouve le contre-exemple suivant : 

Considérons sur la droite numérique R', le semi-segment 
0 < x < 1 pour espace X. Posons F(z) = x + 1 et prenons 
= 2 et 


n+1 
Ona 
4 / 
A(S)=F(1)=2 et A(S,)= Tl de F(4)= Speen ; 
et par suite A(S) +3 A(S,) 


alors que les A(S) possèdent l’additivité finie. Il suffit évidem- 
ment d’adjoindre 0 à X et de poser F(0) = 1 pour obtenir 
l'égalité désirée. On a, par là, compactifié X. Nous verrons 
plus loin (ch. 11, § 3) comment, dans certains cas, une compac- 
tification des cônes négatifs permet de relâcher un peu l’axiome 
X,' ou l’axiome X,. 


f 
és. 
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Le choix des axiomes X,, X,, X, recevra une justification 
dans le fait qu'ils sont vérifiés par des espaces intéressants 
(Cf. ch. m1, § 1). Mais on peut remarquer dès maintenant 
que X, complète assez naturellement X, dans le cas impor- 
tant ot X est localement compact: le filtre des voisinages d’un 
compact posséde alors une base constituée de compacts. Or X, 
spécifie que pour les compacts particuliers C_(x), il existe des 
voisinages constitués eux aussi par des cônes négatifs. X, 
entraîne même, avec X, et X, que C_(z) a, pour x non maximal, 
une base de voisinages formée de cônes négatifs. (Cf. Proposi- 
tion 2 ci-dessous.) 

Remarquons d’autre part que X, et X, entrainent que 
l’espace X—.lb, où lb est l’ensemble des points maximaux 
de X, est localement compact, et par suite en particulier 
séparé, pour la topologie induite par 6, même si X tout entier 
ne possède pas ces propriétés. En effet, si x n'est pas maximal 
les cônes C_(y) dont l'existence est garantie par X, consti- 
tuent des voisinages compacts de x. 

Par contre, X,, même joint à X, et a X, n’entraine même 
pas que la topologie induite par © sur X — Ab soit séparée, 
comme le prouve l’exemple suivant : 

X est la réunion des deuxsegments A:0<a<letB:2< Des 

L'ordre est l’ordre naturel sur A et sur B, mais aeA et beB ne 
sont pas comparables. 

Une base de voisinages de a¢A est constituée des réunions des 
deux intervalles (a—e, a+) de Aet(a+2—e, a+ 2+e)deB. 
Une base de voisinages de beB est constituée des réunions des 
deuxintervalles (b—2—e, b—2+ «) de À et(b—e, b+e)deB. 

Cet exemple prouve en même temps que les axiomes X,, X, et 
X., peuvent être satisfaits sans que X, le soit. Un autre exemple 
du même fait est fourni par l’espace des suites %= PA 
réelles positives de carré sommable, considéré comme cône 
positif de l’espace de Hilbert des suites réelles de carré som- 
mable ordonné par zx < y <> Ti Yo Lies L 2, et muni de la 
topologie forte. X, et X, sont satisfaits, mais X, ne Vest pas, 
car C_(x) = 9. En effet, un systéme fondamental de voisinages 


de xeX est constitué des ensembles 


Via, a) = }s5 Sax) <e, 0<a 
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Si avy, on a yy; et d’autre part Syi<o. Pour € 
1 
co ce? \ 


donné, il existe un entier N tel que Syi< =e Si u est défini 
N 


’ € 
par u,=2, pour iÆN et ux—%— 7 On a ueV(x, €) et 


2 
utC_(y). Par contre, X+ est satisfait; car si v€C_(y), un sys- 
téme fondamental de voisinages de x pour la topologie induite 
sur C_(y) par G, est constituée des ensembles 


Ve; o) = }z: D'(zi—x) << €, may. 


1 


Fixons ¢. Il existe N tel que 


Super ler ile 
ee (Yi T;) 2 
Posons pour 1 < N 
N—1 2 
Uj; = Li + Ni avec D HAUTE Ox HN Yi 
pourz > N Us = y; 
On a u—{u;}eC_(y) et ueV (x, €). 
D'autre part, tout point w—{w;} vérifiant w <x possède un 


voisinage V,(#, ©) = Nt Dm) <0, 0<Li<yY: relatif à 


la topologie induite par © sur C_(y), et inclus en C_(u). Il 


suffit de prendre 0<C <7, où n est le plus petit des n; non 


nuls; car ¥\ (¢; —;)’ << © entraine 
1 


wi <<; Em + <ü+ = ui 


pour i<N et 7,40 et 4<y—=w pour 1>N, ou PAT 
lorsque x, —y;; on a donc bien C_(x) cJ,C_(u). 

Signalons enfin des conséquences des axiomes X,, X;, X, qui 
nous seront utiles dans la suite : 


PropPosrrion 1. — Si X vérifie X,, Xs, X, l'intersection des 
cônes C_(z) dont l’intérieur C_(z) contient un cône C_(x) donné 
est C_(x) lui-même. 

En effet, l’ensemble des éléments z contenus dans un voisi- 


BE | 
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nage Ù, (x) décrit, en vertu de X,, la base d’un filtre 4 conver- 
geant vers x pour G,, lorsque V(x) décrit BY (x). Or, s'il 
existait y tel que yeC_(z) pour tout z et y{C_(a), inf yz qui 
est continue à droite convergerait vers inf yx suivant J. Mais 
inf. yz = y, done y = inf ya(X — Ib est séparé pour 6, donc 
à fortiori pour ©, !), ce qui contredit y¢C_(2). 


REMARQUE 1. — X, n’intervient que pour assurer la sépara- 
tion de X— lb, et peut donc être remplacé dans les hypothèses 
de la proposition 1 par « X— «lb est séparé ». 


REMARQUE 2. — Le résultat énoncé est vrai plus généralement 
de la famille des cônes C_(z) dont l’intérieur contient C_(x), les 
éléments z appartenant aux ensembles d’un filtre convergeant 
vers æ pour ©, : en particulier, s’il existe des suites décroissantes 


(x,) tendant vers x, on a pour une telle suite C_(x) = te (x,). 
n=1 


Proposition 2. — Étant donné un compact K de X tel que 
C_(x) cK, il existe un élément yeX tel que 


C_(x) ¢ C_{y) <C_ly) <K. 


Sinon, en effet, quel que soit z tel que CS Cr), on 
aurait C_(z2—K-9. On peut d’autre part, se limiter à la 
considération des éléments z antérieurs à l’un d’entre eux 2. 
Dans ces conditions les ensembles C_(z) — K décrivent la base 


o 


d’un filtre sur C_(z,)—K qui est compact. Le filtre admet 
done au moins un point adhérent u. On a neGulz jj donc 
u¢C_(z). 

Il existe alors en vertu de la proposition 4 précédente, un 
élément z, tel que w¢C_(z,) et en vertu de la compacité 
de C_(z,) un voisinage Ü(u) tel que U(u) n C_(%,) = #, ce qui 
est incompatible avec la définition de u. 


4. Hypothèses sur F. — Nous avons vu au paragraphe 2 de 
ce chapitre qu'il était nécessaire de supposer F totalement 
croissante (ce qui sous-entend F positive, les cônes négatifs 
étant considérés comme des ensembles S particuliers pour 


lesquels A(S) = F(a)). Nous prolongeons F a X en posant 
F(w) = 0. 
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On suppose d’autre part F continue a droite, c’est-a-dire 


continue sur X muni de la topologie ©... 

Cette condition est nécessaire pour qu’il existe une mesure | 
c-additive telle que uC_(x) = F(z) lorsque X vérifie X,, Xs, Xe 
et le premier axiome de dénombrabilité, car dans ce cas en tout 
point æeX la topologie ©, peut s’exprimer par la conver- 


gence de suites décroissantes vers x, et on a vu (Remarque 2 


ci-dessus) qu’alors C_(x) = (un C_(x,), d'où y étant s-additive, 
uC_(x) = lim pC_(z,). n=1 


La condition est encore nécessaire pour que vu soit une 
mesure de Radon telle que uC_(x) = F(a), lorsque X est loca- 
lement compact et vérifie X,, X,, X., en vertu de la propo- 
sition 2 ci-dessus et de la régularité des mesures de Radon 


(Voir.ch1, § 5, 1). 


5. Tutorime. — Si X satisfait à X,, X, et X, et si F est 
réelle, positive, totalement croissante et continue à droite, alors 


Si LJ SAS RS ok ee A entraîne A(S)= Ÿ A(S)). 
Démonstration. — 1° Comme A(S,) >0, on a pour tout n 


Ÿ A(S)<A(S). 


t=4 


La somme > A(S,) est donc finie et vérifie 
1 


(1) SA(5) < AVS). 


20 Soit S(x; u,..., u,) la forme canonique de S. Dans toute 
cette démonstration, les ensembles considérés sont inclus dans 
C_(x), les complémentaires sont pris relativement à C_(x) et 
les topologies sont les topologies induites sur C_(z). 

En vertu de X, on peut trouver dans tout V_.(u;) un élé- 
ment 9; tel que C_(u;) ¢ C_(¢;), 18 = S(a; 9, ..., %)), ona S'es. 
S’ est intersection de C_(x) et des complémentaires des C_(9;) 
or, puisque C_(u;) c C_(v;), l’adhérence du complémentaire de 
C_(v;) est incluse dans le complémentaire de C_ (wi). On a donc 
S cS, et comme S’ est fermé dans le quasi compact C_(x), S’ 
est quasi compact. 


———— 


| 
| 
| 
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D'autre part |A(S’) — A(S)| est inférieure à une somme 
finie de différences du type 


Finf x, ... %;,) — F(inf ru, ..u,) 


qui sont toutes positives, s’annulent pour 9; = ui(i = 4,..., p) 
et sont des fonctions continues sur X’ muni de la topologie 
produit déduite de G.. 

On peut donc choisir les #, tels que |A(S’) — A(S)|<e, 


e étant un nombre positif donné. On a donc, puisque S'es. 


(2) A(S!) <A(S) <A(S) $e. 


3° Puisque S’c5 et 5 =L |S, S’ est recouvert par les S.. 
i=! 
Nous allons remplacer les S; par des ensembles 5; tels que 5’ 
soit recouvert par les ouverts Sj. 
Soit S(a,; ui..., ui) la forme canonique de $; Si x = 2, 
ce qui a certainement lieu pour un indice : et un seul (on peut 
toujours supposer qu'aucun ensemble 5S, n’est vide), S; est le 


Pi 
complémentaire du fermé | ]C_(ui) et est ouvert pour la 


pat . L 
topologie induite par © sur C_(z). Pour cet indice, on prendra 


=H —= =e 
Si 2,42, en tout U, (x;) il existe, en vertu de X,, un élément 
x; tel que C_(a;) < C_(x;). S; est inclus dans l’ouvert 


(U (Etui) n Ë_(x;) 


n=1 


qui n’est autre que S/ si l’on pose S, = S(x;; Us veep Un)- 
Mais on a A(S/)—A(S;) = F(a) — F(x;), la détermination de 

S, et, par suite, celle de S', étant canoniques. En vertu de la 

continuité à droite de F(x), on peut donc choisir x; tel que 


0 < A(S)— AIS) <a 


i9 0 I t 
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n nt 
$ ‘ : ; 2 y: Use) ’ 
n indices à, --., i tels que S ¢ | JS. à fortiori 5’ c | ASE on 
oat 


a donc k=1 


3 A8) < À (AS,) + &) < 348) + ¢ 


k=1 HAN 


A(S’) 


IN 


c’est-à-dire, en vertu de (2) 
A(S) < DAS) + 2e 


et, « étant arbitraire 


Nous pouvons énoncer le théorème : 


Si F est une fonction réelle positive, totalement croissante 
et continue à droite sur un espace topologique ordonné X satis- 
faisant à X,, X, et X, il existe sur X une mesure positive 
complète s-additive s-finie w pour laquelle les cônes négatifs C_(x) 
sont mesurables et ont pour mesure F(z). 


6. Masses ponctuelles. 


Dérinrrron. — Nous disons que la mesure {4 a une masse 
ponctuelle en x, si l’ensemble {x} est mesurable et a une 
mesure non nulle. 

Désignons par Ÿ, l’ensemble de tous les ensembles S non 
vides de sommet x. 

Si usa} existe, on a 0OLu}r}<A(S) pour tout SE. On a 
donc u{x}<inf (A(S); Sef,) =a. 

Sans faire alors d’hypothéses sur la mesurabilité de {x}, 
supposons d’abord a = 0. {a} est inclus dans les ensembles 
d’une suite S, tels que lim, A(S,) = 0, dont l'intersection est 
mesurable et a pour mesure 0; w étant complète, {x} est donc 
alors mesurable et a pour mesure 0. 

Supposons maintenant a > 0, et étudions la restriction de v. 


à C_(z). Posons F(y) = F(y) pour y x et F(x) = F(a) — a, 


* 
wed ox. 
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et désignons par A(S) la différence de F relative à Se C_(x); 
on aura encore pour tout S5cC_(z), A(S) > 0, car si S n’a 
pas x pour sommet A(S) = A(S) et si le sommet de S est x, 
A(S) = A(S)—a>0, en vertu de la définition de a. 

F est d’autre part continue à droite sur C_(z), il existe donc 
une mesure {4 définie sur C_ (+), identique à 4 sur C_(x) — {ar} 
et telle que uC_(x) = F(x) — a. Si Sef,, on a Pégalité 


u(C_(æ) —S) = u.(C_(x)—S) 
et sup {u(C_(x) —S);Sef.] = F(x) — a. 


Il existe donc une suite d’ensembles S,ef, tels que 


a 


r=|_J[c_(e)—S§,] 
1 

qui est un ensemble mesurable-(4 ou) ait pour mesure (u. 
ou u) F(x) —a. C_(x) —-I’ est mesurable- et sa mesure est 
nulle. | 

Il en est de même pour sa partie C_(x)— fx} —[' dont 
la mesure uv, et par suite aussi la mesure #1 qui lui est égale, est 
nulle. On a donc u{C_(x) — {x} | = F(x) —a, {a} est mesurable 
et mix} =a. D'où le théorème : 

Pour la mesure w dont l'existence a été établie au numéro 
précédent, l’ensemble |x} est mesurable pour tout xeX et sa 
mesure vaut ua} =inf }A(S); Self. 


Remarque. — Si sup {F(y); y22%,y#u} =F(x), on a 
évidemment a — 0; mais la réciproque est fausse, comme 
le prouve l'exemple d’un espace discret comprenant les 
points æ, y ~ 2,232 et infyz et d’une fonction F vérifiant 


F(x) — F(y) — F(z) + Finfyz) = 0, avec F(y) = F(z) 3 F(a). 


7. Nous terminerons ce paragraphe en établissant la: 


DR ON Si Satisfait A Ne, ey ET l’axiome de 
séparation de Fréchet (tout ensemble constitué d’un seul 
point est fermé) pour &., tout ouvert (pour ©) contient un 
ensemble S non vide ayant pour sommet un élément donné de 
Pouvert. 

Soit, en effet, O un ouvert et xO. Le cône C_(x) est quasi- 
compact, et fermé; le fermé K = C_(x) — O est un quasi- 
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compact inclus en C_(æ). De même pour tout Sef,, Sn K est 
un quasi-compact inclus en G, fo} 

Soit alors y un élément arbitraire de K. On a yeC_(x) et en 
vertu de X,, il existe en tout U_(y) C_(x) un élément z tel 
que C_(y)¢J,C_(z). D'autre part, yeK entraîne yx et il 
existe ‘U,(y) tel que x¢0,(y) (Axiome de Fréchet). On peut 
donc supposer z £ 2. Par suite, S(x, z) #@ et puisque l’on a 
C_{y)<3,C (7), y¢S(a, 2). Il en résultef ]SnK—p. 

SEŸz 

Il y a donc un nombre fini de fermés S,n K sur le quasi- 

compact K dont l'intersection est vide, Séf,, 1—= 1, …, n. 


Mais S,=(_ Sede et Sn K = 9, done S,< O. 


i=1 


Remarque. — Nous démontrerons un résultat plus fort pour 
les points de X — .lb, en supposant vérifiés X,, X, et X,. Mais 
le résultat précédent conservera son intérét parce qu il concerne 
tous les points x de X. 


§ 5. X localement compact. 
L 


4. Nous supposons dans ce paragraphe que F(a) est réelle, 
positive, totalement croissante et continue à droite sur un 
espace X satisfaisant à X,, X,, X, et de plus localement compact. 
Nous allons prouver que, sous des conditions supplémentaires a 
imposer à l’ensemble Ib des points maximaux de X, la mesure 
complète c-additive définie au paragraphe précédent est une 
mesure de Radon positive. 

Appelons, selon P. Halmos, « étendue réguliére » (regular 
content) la restriction a la famille Ji des compacts K de X 
d’une mesure de Radon positive sur X. Cette étendue v pos- 
sede les propriétés suivantes 


(1) 0<vVK< +o 
(2) yvK, u K, < vK, + vK, 
et 
vK, u K, = vK, + vK, si K, ok 8 


(3) vK =inf(vK,; Kc K,) (régularité !). 
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Réciproquement, a une telle étendue correspond une mesure 
de Radon positive unique dont elle soit la restriction a K. 
(Cf. Halmos, 1). 

Il nous suffira done de prouver la proposition suivante : 

Il existe une étendue régulière y définie sur À et telle que 
yC_{x) = F(a). 

La mesure de Radon associée est, en effet, une extension 
de vy en une mesure complète c-additive, c’est aussi une exten- 
sion de yC_(x) (restriction de y aux cônes C_(x)), ou ce qui est 
équivalent, une extension complète c-additive de mA, mais 
en vertu de l’unicité de ces extensions, elles sont identiques. 


2. Nous allons d’abord établir quelques importantes consé- 
quences des axiomes X,, X, et X.. 


Proposition 1. — X,, X, et X, entraînent: 

X,: C_(y) 1 C.(x) est fermé (done compact) pour tout couple 
d'éléments x, yeX. | 

Supposons K = C_{y)nC.(x) non vide et soit 2eKN [ K. 
On a 2 ¢C_(y), 2 n'est pas maximal. Parmi les 
voisinages de x, figurent des ensembles du type C_(y,), avec 
C_{y,) > C_(x,) et quel que soit y, possédant cette propriété, 
il existe z tel que zeK et z¢C_(y,). On en déduit x<y, ou, ce 
qui est équivalent x = inf zy,. En vertu de la continuité a 
droite de infzy, de X, et du fait que X —.lb est séparé (car 
localement compact, Cf., § 4, n° 3), il en résulte 2 = inf ta, 
donc x + x,. Comme on a déjà x ~ y, On a bien 2,€K. 


Remarovur. — La conclusion plus forte « C_,(x) est fermé » ne 
découle pas de X,, X;, X., comme le prouve l'exemple suivant : 

X est le carré 0Lx<1, O<y<1de R° avec la topologie 
de R’. 

L’ordre est l’ordre produit habituel sauf pour le point (1) 
qui n’est comparable a aucun autre. 


Proposition 2. — Si pour xeX — Ab, U(x) désigne l’ensemble 
des éléments y tels que C_(y) > C_(x), Xa, Xs, X, entraînent: 
X,: C_(y) nC, (x) engendre une base du filtre B(x) lorsque y 
décrit U(x). | 

Il s’agit de prouver que si O est un ouvert contenant %, i 
existe un yeU(x) tel que C_(y)n C.(x)e O. 
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Si cela n’est pas, pour tout yeU(x), l’ensemble 
E(y) = C.(x) n C_(y) — 0 


est non vide. Considérons un y, fixe de U(x). E(y) engendre une 
base de filtre & sur le compact K = C_(y,) n C.(x), car si y et 
zeU(x), on a inf yzeU(x) et E(inf yz) = E(y) n E(z). 6 a done un 
point adhérent x, sur 11% 

Si x, +, l'ensemble C.{x,) n C_(y) est fermé et l’ensemble 
C_(y) n C(x) — (GC. (x) n C_(y)) est un voisinage à droite de x 
qui contient un élément y,eU(x) tel que 2,¢C_(y,). Mais C_(y,) 
étant compact, il existe un voisinage de x, disjoint de C_(y,) 
donc de E(y,) et x, ne peut être point adhérent de 6. 

Il faudrait donc 2,—#, mais c’est absurde puisque 


E(y) n O =¢ par définition. 


Proposition 3. X,, X,, Xe entraînent: 

X,: Tout point aX — tb a une base de voisinages formée 
d’intérieurs d’ensembles S. 

Soient, en effet, xeX — .lb et O un ouvert contenant +. En 
vertu de X,, il existe yeU(x) tel que C_(y) n C.(x) € O. 

L'ensemble C_(y) — O est un compact K. S'il est vide, X, 
est vrai pour x. Supposons K =+ 9. 

Soit zeK. On a 2€C (x) n C_(y) et en vertu d’un raisonnement 
fait ci-dessus (Proposition 2), il existe u tel que zeC_(u) 
C_(u) nC, (xz) = g. Ona donc z2¢S(y, u) et C(x) n C_(y) < Sly, u). 
La famille des fermés KnS où S décrit la famille %,(x) des 
ensembles S de sommet y dont l’intérieur contient æ a donc 
une intersection vide, ils sont inclus dans le compact K, il 


existe donc un nombre fini d’ensembles KnS dont Jinter- 
section est vide. Si S, à = 1, ..., n sont les ensembles S corres- 
n 


pondants, pour 5, = fo) S,, on a v5, c Sc 0. 


Ce résultat est à rapprocher de la proposition établie § 4, n° 7. 


3. Plaçons-nous d’abord dans le cas ow Ab est vide. X, et X, 
entraînent alors la compacité locale de X. 
Nous posons vK = inf(mA; Ke A, AeA) où & est Panneau 


des réunions finies disjointes A d’ensembles Sef, et nous allons 


d à 
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montrer que vK est une étendue régulière sur di, telle que 
vC-(x) = F(z). 

40 yC_(x) = F(a) pour tout weX est évident. 

20 0<vK< +o. 

La première inégalité est évidente. Établissons la seconde. 

Tout point de K possède un voisinage de la forme C_(a) (X, !) 
K possède donc un recouvrement fini constitué d’ensembles 


Ex) E= 1, ...,n On a si A=| JC (x). 


vK << mA < D F(x) < +. 
1 
30 Pour tout couple K,,K,, vK,u K, < vK, + vK,. 
En effet si A > K, et A,> AP 


A,v A,>K,oK, et mA,u A, < mA, + mA,. 
40 Si K,n K, = 9, vK, uk, = vK, + vK,. 


En effet, si K,n K, = ¢, il existe deux ouverts disjoints O; 
tels que K;e Ot = 1,2). En vertu de X, K, et K, possèdent 
des recouvrements ouverts finis constitués d’ensembles 5 
inclus respectivement en O, et O,. Ilexiste donc deux ensembles 
A, tels que (K;e Ait = 1,2) et Ayn A, = ¥. 

Étant donné< > 0 d’autre part, il existe un ensemble A > K, u K, 
et tel que vK, u K, < mA <vK,u K, +. 

Si A’ = AnA,, on a K,¢ Aj (i = 4,2) et Ae th 

D'où vK, + vK, < mA; + mA, <mA<vK,u K, +ece qui 
entraîne vK, + vK, < vK, vu K, et par suite l'égalité en vertu 
de 3°. 

50. yK = inf (vK,; Ke K,) (régularité de vK !). 

Pour le prouver, nous montrerons qu’on peut donner de vK 
une autre définition qui nous sera également utile dans la suite. 

On définit une mesure intérieure v,0 sur l'ensemble des 
ouverts O de X en posant v,O = sup (mA; Ac O, Ae). Cette 
mesure possède la propriété évidente : O,<0,— v,0, <,0:: 

Je dis qu’on a alors yK = inf (v,0; O> K). ; 

En effet, d’une part tout ouvert O contenant K contient un 
ensemble A dont l’intérieur contient K (conséquence de X,). 


Par suite 
inf (mA; À > K) <inf(y,0;0 > K). 
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D'autre part, € > 0 étant donné, il existe un ensemble À > K 
UL 


tel que vVK < mA <vK +e. A est une réunion finie d’en- 
sembles 5,. 
En remplaçant le sommet a; de chaque S; par un élément x, 


situé dans un voisinage à droite convenable de x; on obtient 
des ensembles S; tels que si A’ est leur réunion on ait Ke Ac A’ et 
mA < mA’ < vK + «. A’ est done un ouvert contenant K et 
vérifiant vK < mA < yA’ < mA’ <vK ++. Ona donc bien 
K = inf(v,0; O >. K). 

La régularité de K résulte alors immédiatement du fait 
que K admet un systéme fondamental de voisinages compacts. 

Nous pouvons énoncer le théoreme : 


Si l’espace topologique ordonné X satisfait aux axiomes AR. 
X,, X; et n’a pas de points maximaux, il est localement compact 
et la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction 
réelle F ait pour valeur la mesure wC_(x) du cône négatif C_(x), 
où u. est une mesure de Radon positive sur X, est que F soit tota- 
lement croissante et continue à droite. 


4. Supposons à présent Ab non vide. Nous devons faire 
l'hypothèse que X est localement compact, qui n’est plus 
automatiquement réalisée. En outre, la conclusion que la 
mesure x définie par F(x) est une mesure de Radon ne peut 
pas être obtenue sans hypothèse supplémentaire comme le 
prouve le contre-exemple suivant : 

X est l’ensemble des points (£, n) de R° vérifiant £ > 0,n > 0, 
E + n < 1. La topologie est induite par celle de R’, l’ordre est 
défini par (&, 1) + (Es M2) <> 6 <& et mm. F est défimie 
par F(E, n) = En+isié +n—=tlet FE, n) = Ensi6 + n <1. 
Toutes les hypothèses permettant d’affirmer l’existence d’une 
mesure x 5-additive telle que uC_(x) = F(a) sont satisfaites et 
X est localement compact, mais & n’est pas une mesure de 
Radon car le compact constitué du segment porté par 
& + n = 1 n’est pas mesurable (chacun de ses points porte la 
masse ponctuelle 1). Si l’on ne conservait de ce segment que 


les points d’abscisse 0 et *, n= 1, 2,..., l'intersection de 


X par €-+ n = 1 serait un compact mesurable de mesure 
infinie et u. ne serait encore pas une mesure de Radon. 


mp 


FONCTIONS CROISSANTES 217 


5. L’axiome X, entraîne que 4lb soit fermé. 

Soit, en effet, & un point adhérent à .lb et n’appartenant pas 
à Ab. En vertu de X,, il existe y tel que C_(x) c C (y). 

Si Ù (x) est un voisinage de x ne contenant pas y, Ux)n C_(y) 
est aussi un voisinage de x, qui doit contenir un élément zelb 
(welb !). Mais on aurait z < y, 3 y, ce qui contredit zelb. 

lb étant fermé, pour tout compact Ke, Kn lb est compact. 

Si u est une mesure de Radon, K n lb existe et est finie. 

D'où en particulier, la condition nécessaire suivante, que 
nous supposerons vérifiée dans la suite : Pour tout compact, 
Ke, la somme des masses ponctuelles portées par K n lb 
est finie et K n Ab contient donc au plus une infinité dénom- 
brable de supports de masses ponctuelles. (La condition est 
évidemment valable pour K entier et pas seulement pour K n Ab, 
mais c’est sous la forme indiquée que nous l’utiliserons expli- 
citement). 

Nous supposerons que pour tout compact Ke.lb et tout 
voisinage compact T(K) de K, X —Ab—T(K) est dépourvu 
de points maximaux relativement à lui-même. Il en est ainsi, 
en particulier, si X est connexe. Supposons, en effet, que x soit 
un point maximal de X — Ab — T(K). Il existe un voisi- 
nage U(x) de x disjoint de .lb qui est fermé et de TK) qui est 
compact. Dans U(x) n C.(x), il existe d’après X, un point y tel 
que C_(x)c C_(y). Comme x est maximal dans V(x) n C,(2), y 
ne peut être que æ lui-même. C_(z) est donc d’une part 


compact donc fermé, d’autre part ouvert (C(x) == Ca) pete 
qui est impossible si X est connexe. 

Dans ces conditions, X’ = X —-lbh— V(K) est un sous- 
espace de X qui satisfait aux axiomes X,, X,, X,, et est 
dépourvu de points maximaux, donc est localement compact. 
La restriction de F a X’ est positive, totalement croissante 
et continue à droite. 

La restriction a X’ de la mesure p. qu’elle détermine est 
donc une mesure de Radon sur X’. 

Si K est un compact de X, O un ouvert contenant K n lb 
et UK nb) un voisinage compact de Kn lb inclus en O, le 
compact K — O est done mesurable sur X’. Sigest mesure de 
Radon sur X tout entier, on a u(K — O) < p K et par suite 


sup (u(K—O); OK n lb) ] << 2 
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en désignant généralement par O(K) l’ensemble des ouverts 
contenant un compact K. 

Réciproquement, nous allons montrer que si les deux condi- 
tions nécessaires que nous avons relevées : Pour tout Keh, 

1° la somme des masses ponctuelles portées par Kn lb est 
finie, 

20 sup[u(K—O); OEOK n lb)] < co 
sont satisfaites, alors est une mesure de Radon sur >. 

Il suffit pour cela de prouver que 


vK =sup [u(K—O); OK n Ab)] + D uf xi} 


où (x) est la suite finie ou infinie des supports de masses 
ponctuelles contenus dans Kn «lb, est une étendue réguliére 
sur #, pour laquelle yC_(a) = F(a). 

D’aprés nos hypothéses, vK est finie. On vérifie aisément 
que vK,u K,< vK, + vK, avec égalité si K,nK,=g. 
Enfin vC_(x) = F(a) résulte immédiatement du fait que pour 
le compact C_(x) le filtre engendré par C_(x) nO, Oeû( x!) 
a une base formée d’ensembles Sef, (Théorème du § 4, 7) et 
tenant compte de la valeur de la masse ponctuelle uja{, on a 
si velb, F(x) = u{æ} + sup [u(G_ (x) — S);Se,,| = vC_ (x). 

Il reste à vérifier la régularité de », c’est-à-dire 


vK = inf (vK,; KeK,). 


La démonstration se fait en deux étapes: 

19 Pour tout OcO(K n Ab), définissons comme au n° 3 la 
mesure intérieure v,O = sup (mA;A€eY, À c O). 

Il existe alors un O tel que v,0 < 2. 

Sinon, considérons un voisinage compact Ÿ, de K n lb, et 
soit O, son intérieur. Donnons-nous un nombre positif N, il 
existe A,e%, A,cO, tel que mA, > 2N+Yuix} puisque 
y,0/ "so. : 

A, est réunion finie disjointe d’ensembles S. Un nombre fini 
d’entre eux ont peut-être leur sommet sur K n db. Si G,..., 0, 
sont ces points, il est possible de trouver des ensembles 5S; les 
ayant respectivement pour sommets et tels que 


A(S)< ui +N (cf. § 46). 


L’ensemble B,—A,—{ JS, appartient à Y et mB, > N. 


= 


FONCTIONS CROISSANTES 219 


On peut remplacer chacun des ensembles S constituant B, 
par un ensemble S’ inclus dans S avec S'eS et tel que LS 
diffère d’aussi peu qu’on le veut de A(S). On obtient ainsi un 
compact C, inclus en B, et tel que uC, > N. 

D’autre part, C, est contenu dans la réunion d’un nombre 
fini de compacts C_(x) disjoints de Kan4b. Kalb possède 
done un voisinage compact , disjoint de C,. Soit O, son inté- 
rieur. 

On recommence le même raisonnement pour O,. Le processus 
se poursuit indéfiniment et conduit à une suite de voisinages 
compacts Ÿ, >... > 0, =... de Kn «lb et à une suite de compacts 
C,,.…., Cy)... deux à deux disjoints et tels que uC, > N pour 
tout n, et C, c V,. 

Considérons alors l’ensemble 


c=(| Jc.)u({ V0 

i / ere / 
Cet ensemble est compact, car si Fest un filtre sur C, ou bien 
un élément de & est disjoint d’un %,, soit V,.1 et # est un 


filtre sur | | C, qui est compact : 4 a un point adhérent sur C, 


i 
ou bien tout élément E de % rencontre tout %,. Les ensembles 


E n ©, sont des compacts inclus dans le compact Ÿ,. Aucune 
intersection finie de tels ensembles (ET, n = den De Th: Nee 


vide, par suite )E n ( |) #6 et J a encore un point 
BEF i j 
adhérent sur C. 

Mais pour ce compact sup [u(C—O); OeO(Ko lb) | > nN 
pour tout n, ce qui contredit une de nos hypotheses. 

90 Nous montrons maintenant qu'il existe un ouvert 
O<O(K n db). tel que v,0 LDpinh €.g(€ positif donné à 
priori). 

En effet, soit O,eo(K n Ab), v,O, étant finie, on peut trou- 
ver À tel que mA > YO —5- Procédant comme on vient 


de le faire, on remarque que si A contient des points de K n lh, 
ce n’en peut être qu'un nombre fini et on peut retrancher de A 
un nombre fini d’ensembles 5, ayant ces points pour sommets 
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et tels que 


Il existe un ouvert O¢0O(K n Ab) disjoint de B= Ace JS, 


et pour O on a 0 <¥,0,—(v,0,— 5) + Sufal + 5 
soit v,0 < Deja} +e. | 


Ce résultat a pour conséquence évidente que l’on peut aussi 
définir l'étendue vK par vK =inf{u(K—-0) + v,0; 0¢0(K n lb) 
et par conséquent aussi par vK —inf|v,0; O¢0(K)). 

La régularité de vK en résulte immédiatement. 

Il est clair d’autre part que vK finie implique yf aj << 0 


et sup[u(K—O); OcO(K n .tb)] co. On peut done énoncer 
le théorème : 


Si X satisfait aux axiomes X,, X,, X», X,, possède des points 
maximaux, mais est localement compact et connexe, pour que la 
mesure w. associée à une fonction F totalement croissante et 
continue à droite soit une mesure de Radon, il faut et il suffit que 
vK =inf[v,0; Oeo(K)] soit finie pour tout Keh; condition 
équivalente à l’ensemble des deux suivantes : 

19 La somme des masses ponctuelles portées par K n Ab est finie 
pour tout Keh. 

2° sup [u(K — O); OcO(K n Ab)| < 20 pour tout Keï. 

6. Nous allons voir que dans certaines circonstances, des 
deux conditions énoncées ci-dessus, celle relative aux masses 
ponctuelles est suffisante. 

Nous remarquons d’abord que la famille des ensembles LJ S(x), 

æE4lb 

où S(x)eS, est la base d’un filtre © plus fin que le filtre B 
des voisinages de Ab. Cela résulte immédiatement du théo- 
rème du $ 4, 7. En général, © est strictement plus fin que $ 
(se reporter à l'exemple donné plus haut du triangle 0 <E,0 <<, 
E + n <1de R’). Mais il peut arriver que © coincide avec $: 
c’est le cas si X a un plus grand élément, ou plus généralement 
si X est la réunion d’un nombre fini de cônes négatifs (non 
disjoints pour que l’exemple ait un intérêt). Nous allons prou- 
ver le théorème : 
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di 


Les conditions 19 et 2° du théorème précédent (n° 5) se rédut- 
sent à la première, si Ab est dénombrable et possède une base de 
voisinages de la forme | | S(x), S(w)eS.. 


37 Ab 


(x;) étant la suite des supports de masses ponctuelles conte- 
nus dans Ab, posons a= X(uJa,}; xeK n lb). 
Soit Ÿ un voisinage compact de K n «tb et soit 


b = X(ufa;}; met n Ab). 
On a: b << +o par hypothèse et a < b. On peut exclure de 
(0-K) n Ab un nombre fini de points 2; de telle sorte que la 


somme Yufx;} étendue aux points restants soit inférieure à 


3” ( positif donné à priori). Et il existe un voisinage compact 


%, de Kndb ne contenant aucun des points exclus. Pour 


chacun des points +; appartenant à ŸÙ,, on peut trouver un 
ensemble S(x;) de sommet 2; et tel que 


A(S(x)) <v fad +3 ($4 6). 


Pour chaque point x, de Ab ne portant pas de masse ponc- 
tuelle, on peut choisir un ensemble S(x,) de sommet x, et tel 


que A(S(x,)) cor Enfin, pour chaque point æ de Ab — %, 


et portant une masse ponctuelle, on peut choisir un voisi- 
nage U(x) disjoint de 0, qui est compact. 

La réunion des ensembles S(z;), S(x.) et U(x) est un voisi- 
nage de Ab. Son intersection avec %, est un voisinage de Kn ub, 
et pour l’intérieur O de ce voisinage, on a 


EM eae ATOS 
WO <at3tBg gt hz grate 


1 


u(K — 0) est finie (mesure de Radon sur X — Ab —0,(K n Ab), 
où ,(K n tb) est un voisinage compact de K n lb inclus en O) 
et on a vVK<u(K—O0)+v,0< + © c.q. fied; 

Soulignons enfin pour terminer que pour tous les énoncés 
précédents concluant a l'existence d’une mesure vp. telle que 
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Mar pew: 


Ht 


uCL(x) = F(a), la condition « F totalement croissante » est 
toujours nécessaire (ch. 1, § 2) et que la condition « F continue 
à droite » l’est si X satisfait au premier axiome de dénombra- 
bilité (ch. 1, $ 4, 4), pour que p. soit une mesure 5-additive, 
et est nécessaire (indépendamment des axiomes de dénom- 
brabilité) lorsque X satisfait à X, et X,, pour que pr soit une 
mesure de Radon (régularité de létendue vK pour les 


compacts C_(x)). 
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CHAPITRE II 


EXTENSIONS DE LA THÉORIE 


$ 4. — F prend ses valeurs dans un groupe topologique ordonné. 


4. Nous nous sommes attachés dans les derniers paragraphes 
du précédent chapitre, à déterminer les conditions relatives 
à X permettant l'extension de la mesure mA en une mesure 
s-additive. | 

Les propriétés de mA étaient valables lorsque F prenait 
ses valeurs dans un groupe abélien quelconque, mais nous nous 
sommes restreints pour l’étude de l’extension, au cas où F 
était à valeurs réelles positives. 

Nous allons maintenant chercher à quelles conditions il 
faut soumettre l’espace Y des valeurs de F pour que l’on 
puisse conserver les résultats (et les méthodes) de la théorie 
faite dans le Chapitre précédent. 

Des mesures prenant leurs valeurs dans un espace vectoriel 
ont été étudiées par divers auteurs (Cf. Nikodym, 1; E. Hille, 1). 

Ce n’est pas la théorie de la mesure en elle-même qui conduit 
à choisir pour Y un espace vectoriel, mais son application à 
l'intégration des fonctions prenant leurs valeurs dans le corps 
sur lequel Y est un espace vectoriel, grâce à quoi l'application 
f> f fdu. conserve le caractère de linéarité qu’elle a lorsque 
f et u. sont a valeurs réelles. Cependant dans ce qui suit immé- 
diatement seule la structure de groupe abélien de Y inter- 
viendra. Mais, comme |’extension d’une mesure simplement 
additive en une mesure s-additive implique la notion de limite, 
et que d’autre part, notre théorie est fondée sur la notion 
d'ordre, nous chercherons à particulariser Y parmi les groupes 
abéliens topologiques ordonnés. 
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La théorie de l’extension d’une mesure réelle positive m 
(définition d’une mesure extérieure associée, des ensembles 
mesurables, de la mesure d’une réunion dénombrable d’en- 
sembles mesurables) et les démonstrations du Chapitre précé- 
dent reposent sur les points suivants (outre la structure de 
groupe topologique de R’) : 

æ 


19 On peut définir 2mE, comme limite finie ou infinie 
1 


P 
de > mE,. 


1 

20 On peut définir inf a, vel ensemble d'indices dont la 
puissance peut être supérieure au dénombrable. 

30 Si le nombre b est inférieur aux nombres a,, tel et si 
pour un filtre # sur I, limg a, = a, alors b <a. 

Les propriétés correspondantes pour un groupe topolo- 
gique ordonné sont : 

10 Toute suite croissante ou bien a une limite ou bien n’a 
aucune valeur d’adhérence. 

2° et 3° ont le même énoncé formel. 

Si ces propriétés sont vérifiées par Y, les démonstrations se 
transposent immédiatement. (Nous le montrerons un peu plus 
loin pour la démonstration du ch. 1, K 4.) 


2. La condition 3° est équivalente à la condition: dans Y 
tout cône positif C,(b) est fermé. 

En effet, si C,(b) est fermé, et si a¢C,(b), il existe un voi- 
sinage Ÿ (a) disjoint de C,(b), et un élément F de & tel que 
siteF, on ait a¢U(a) et par suite a¢C_(b), contrairement à 
l'hypothèse. On a donc forcément aeC.(b). 

Si C.(b) n’est pas fermé, on peut trouver un filtre sur C.(b) 


convergeant vers un point a tel que aeC.(b) et a€C_(b) et 3° 
n’est pas satisfait. 

Comme Y est un groupe topologique ordonné, l’ensemble 
C_(b~') = ja; a 'eC(b)} est également fermé: les cônes 
négatifs de Y sont fermés. 

La condition 2° peut s’exprimer ainsi: tout ensemble d’élé- 
ments positifs (supérieurs à l’élément neutre) admet un inf. : 
élément qui est le plus grand de tous ceux qui sont plus petits 
que tous les éléments de l’ensemble. Comme Y est un groupe 
ordonné, c’est équivalent à: tout ensemble borné inférieure- 


Dali: 
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ment (resp. supérieurement) posséde un inf. (resp. un sup.), 
en d’autres termes: Y est complètement réticulé. 

Examinons alors la condition 1°. Si une suite croissante est 
bornée, en vertu de 2°, elle admet un sup. Si la suite a une 
limite, on a certainement lim, a, = sup, a, en vertu de 3°. 
Car, si a = lim, a,, 3° implique aeC_(sup, a,) et d’autre part 
on a a,€C_(a), car quels que soient n et m > 0, a,, n€C_,(a,) et 3° 
implique alors a€C _(a,); pour tout n, donc aeC , (sup, a,). 

Dans ces conditions 1° impose: Si la suite croissante a, est 
bornée supérieurement, lim, a, existe, et 2° et 3° entraînent 
alors : sup, a, existe et vaut lim,a,. 

Si la suite croissante a, n’est pas bornée, 30 entraîne qu’elle 
est sans valeur d’adhérence. En effet, pour tout point aeY, i 
y aura n, tel que a$C.(a,) et un voisinage V(a) disjoint de 
C_,(a,,) et comme a,,.n€C,(a,,) pour m > 0, a ne peut étre une 
valeur d’adhérence de la suite a,. 

Comme dans le cas Y = R', on peut ajouter à Y un élé- 
ment + « qui par définition sera limite de toute suite croissante 
non bornée et pour lequel on définira l’addition suivant la loi 


a+ (+ ©) = + et +ot(+o)=+ x. 


Evidemment, ce nouvel élément détruit la structure de groupe. 
Il faudra examiner à part les formules où il interviendra, mais 
il possède les mêmes propriétés formelles que l'élément + « de 
la droite réelle achevée. 

Finalement nos conditions se ramènent aux suivantes : 

Y,. Y est un groupe topologique complètement réticulé. 

Y,. Les cônes C. (a) et C_(a) sont fermés pour tout aeY. 

Y,. Toute suite croissante bornée supérieurement a, admet 
une limite (qui est sup, @,). 


3. Désignons par ©, la topologie pour laquelle les ensembles 
C.(a) et C_(a) constituent une famille de générateurs des 
fermés quand a décrit Y et par G,, la plus fine des topologies 
pour lesquelles toute suite croissante (resp. décroissante) a 
pour limite sup, 4, (resp. inf, a,). Ces deux topologies sont 
définies uniquement à partir de la structure réticulée de Y. 

La topologie © de Y est caractérisée par 

1) Elle est plus fine que G, et moins fine que ©,.. 


2) Y est un groupe topologique pour ©. 
15 
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La propriété 2) est vérifiée pour la topologie 6, moins fine 
que G,, et définie comme la plus fine de celles pour lesquelles 
une suite a, a pour limite a sl 


a= inf, SUP; m a, — SUP Th ay 


(Cf. Birkhoff, 1). On ne sait pas si elle l’est pour 6; (Cf. Bir- 
khoff, 1). La question se pose de savoir si elle l’est pour toutes 
celles qui sont comprises entre ©; et ©... 

Remarquons que 6, et ©,, coincident si 6,, satisfait à (2) 
et a la condition (3): Si la suite croissante a, a pour limite 0, 
il existe pour tout voisinage Ù de 0 un indice n(T) tel que 
C..(a,) n C_(0) ¢ 0 pour n > n(V). 

Soient en effet u, et », deux suites respectivement crois- 
sante et décroissante, tendant vers 0 et encadrant une suite Z,. 


Ona u, ~ 2, et u,'3 0,7, = 9,. et. 0 +5 donc 
u, 2 inf z,0 = 0 3 sup z,0 < »,. 


D'autre part, z, = inf z,0 + sup z,0. Soit alors 0 un voisi- 
nage de 0 pour G,, et, V, et UV, deux voisinages de 0 tels 
que Ÿ, + V, = Ÿ. Soit n, le nombre associé à Ù, par (3). On 
a inf z,0€0, pour n > n,. 

Comme 6,, satisfait par hypothèse à 2), il existe aussi n, 
tel que C_(v,)nC,(0)¢%, pour n>n,. On en déduit pour 
n>n, sup z,0€0, et pour n> sup nn,, z,€0. Une suite 
convergente pour ©, l’est donc alors aussi pour ©,,, ce qui, 
en vertu des définitions de ces deux topologies entraine leur 
identité. Mais la condition (3) peut n’étre pas satisfaite. 


Exrempie: Y est l’espace des suites de carré sommable 
réelles æ— (x). L'ordre est donné par x 3y<>x <y 
IN li ey fs. 

Un voisinage de 0 est l’ensemble des x vérifiant |æ|| <e si 
au moins deux x sont différents de 0 et tels que I2'}<Le, si 
ri seul est différent de 0, ¢ > 0 et la suite positive €; caractéri- 


sent le voisinage. 3) n’est pas satisfaite : prendre e; — Le et la 
ba tt | , 
suite Z, avec 2 = lock Cette topologie est moins fine que ©,, 


et elle est strictement plus fine que ©,, car la suite z, définie 


FONCTIONS CROISSANTES DAT 
Si 
Broth Ne . 0 . . . 
P n= (a= lt sin=1, =0 81 n=£1) qui converge vers 0) 


pour 6,, ne converge pas ici (’). 


4, Démonstration du Théorème du ch. 1, § 4, dans le cas où Y 
est un groupe topologique ordonné satisfaisant à Y,, Y;, Y.. 


Soit S=|_J5S,,S;nS;=9 si ij. 


n= 1 


Ona par hypothèse S A(S) = A(S) quel que soit n, par 


suite (Y,!) ¥ A(S;) = lim, ¥ A(S,) existe et est inférieur à A(S). 
1 1 
Soit Ÿ un voisinage de 0 en Y. SiS = S(x; u,, ..., u,), il est 
possible de déterminer des éléments v,$ u; tels que G_(u;) € C_(v.) 
et tels que si S’ = S(x; %, ..., %)), on ait S'eS avec 


A(S) 4 A(S) et  A(S)—A(S)e. 


Il existe d’autre part deux voisinages Ÿ et ” tels que 
® + 0’ ¢V et une suite de voisinages 0; de 0 tels que 
Dict Ue Est Dew 
quel que soit n. 
On peut associer à tout ensemble S; un ensemble S; déduit 
de S, en en remplaçant le sommet x; par un élément x! > x; tel 
que 


Ses: A(S) 4 A(S) A(S:)—A(S)eb: 
Les S; constituent un recouvrement ouvert du compact 5’, 


on peut en extraire un recouvrement fini Si = 1, ..., q). 
On aura donc 


En prenant n assez grand pour que ty <n (f= 1...) 
on aura a fortiori. 


A(S) 3 3 AG). 


tot 


(‘) Il y a lieu de remarquer que la topologie définie dans cet exemple sur J? n'est 
| pas compatible avec la structure de groupe de /?. Le probléme se pose de savoir 
| si G, peut satisfaire à la conlition (2) sans satisfaire à la condition (3). 
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Or, 


n 


> A(S) — 


1 


- MA > 


A(S,)eV’. 
Et il existe n, tel que pour n > n,, on ait 
>, A(S;) RE 7 > A(S;)eT”. 


On a donc A(S/}—A(S)e d’une part, et d'autre part pour 7 
assez grand 


SMS)—SAG)eV + Te avec  A(S) 3 DAG) 


ceci ayant lieu quel que soit Ÿ entraîne A(S) < ŸA(S) (condi- 
tion 3° du n° 4) qui joint à Y A(S,) + A(S) entraîne 


5, Terminons ce paragraphe par quelques mots relatifs au 
cas où Y est un espace vectoriel ordonné sur un corps ‘À. 

R qui est isomorphe à un sous-espace de Y est aussi ordonné 
et si l’on désigne par 0 l’élément unité de l'opération de groupe 
de Ÿ, on exige en outre d’avoir 


AER, A¢O0 et yeY, y+ O0—> Aye 0. 
Ceci implique À, veR, ASO, pe O—A+UEO et Ave 0 


c’est-à-dire que l’ordre de & en fait un corps ordonné. 

Parmi les corps ordonnés, le plus important, et peut-étre 
actuellement le seul pratiquement intéressant, est le corps des 
réels, auquel nous nous limiterons dans la suite. Dans ces condi- 
tions, il n’y a pas à faire de théorie particulière pour le cas où Y 
est un espace vectoriel topologique ordonné défini sur le corps 
des réels : dès l’instant que Y, en tant que groupe topologique 
ordonné satisfait aux axiomes Y,, Y,, Y,, la théorie précédente 
s’y applique. 
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$ 2. — Fonctions à variation bornée. 


4. Nous supposons dans ce paragraphe que l’espace Y des 
valeurs de la fonction F satisfait aux axiomes Y, et Y, du 
paragraphe précédent et à l’axiome Y,, suivant plus fort que Y.. 

Y. : Pour tout ensemble E de Y, muni de l’ordre induit par 
celui de Y, filtrant à gauche et borné, le filtre de ses sections 
commençantes converge vers inf(x; æE). 

Pour tout yeY, nous posons y* = sup y0, y = sup (—y)0 et 
lyj=y* + y. Ona les relations bien connues 


= VP VERS 
y+z) sy +e ly+zl<lyi + 
Ne faisant aucune hypothèse sur le signe de F(x), nous considé- 


rons un ensemble Sef, et l’ensemble £ des partitions t de 5 


en un nombre fini n(n = 1,2, ...) d’ensembles S; deux à deux 
disjoints. On a 


3 )a(S))= BAS)" + SAS) 


A(S) >: » A(S) En 2 NO) Rire 


1 1 1 


On a 
P(S, x) + V(S, 7) et N(S, =) = V(S, 7). 


Nous faisons alors ’hypothése que l’ensemble des V (S, 7) 
pour S fixe et T décrivant £ est borné supérieurement. 
Y étant complètement réticulé, il existe trois éléments 


V (S), P (S) et N (S) définis par 


V(S) = sup} V(S, =); me}, P(S)= sup{P(S, x); ref$, 
N(S) =sup{N(S, =); net}. 


mn | 
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En vertu de Y, ces trois éléments peuvent étre définis 
comme limites. En effet, on peut ordonner £ en posant 7, <T, 
si et seulement si les ensembles S constituant 7, résultent eux- 
mémes de partitions finies effectuées sur les ensembles S 
constituant x. L’intersection de deux ensembles S étant un 
ensemble S, il est clair que sup 7,7, est défini quelles que 
soient x, et 5, £ est donc un ordonné filtrant à droite. On a 
d'autre part 7, ~7,—> V(S, x) = V(S, 7) (conséquence de 
ly + zl<ly|+1zl) et les relations analogues pour P(S) et N(S). 

V(S) est donc la limite de V(S, +) suivant le filtre des sections 
finissantes de @, ce que nous écrirons V(S) = limg V(S, Tt) 
et de même P(S) = limg P(S, x) et N(S) = limg V(S, x). 


Comme d’autre part 


A(S) = P(S, t) — N(S, =) 
V(S, x) = P(S, =) + N(S, =) 


on a pour les limites 
A(S) = P(S) — N(S) 
V(S) = P(S) + N(S) 


Nous dirons que la fonction F(x) à valeurs dans Y est à varia- 
tion bornée si V(S), et par suite P(S) et N(S) sont définies pour 
tout Sef. Alors V(S), P(S) et N(S) seront respectivement 
appelées variation, variation positive et variation négative 


de F(z) sur 5. 


2. Les trois fonctions V, P, N définies sur # sont additives, 
c’est-à-dire 


S=S,uS, et $,n8,—¢—+f(S) =f(S:) +f(S,) (f= V, P, N). 


Il est clair, en effet, qu’à une partition 7, de 5, et une par- 
tition =, de S, correspond une partition = 7%, + 7, de 5 
qui induit =, sur S, et 7, sur S,. Mais, inversement, étant 
donnée une partition + de S, on peut trouver une partition 7,, 
de S, et une partition z, de S, telles que 7 < 7, + 7.. Sim est 
constituée d’ensembles S;, 7, est constituée des ensembles 
S, S$; et x, des ensembles 8S, n §;. 

On peut en particulier, définir V, P, N pour les cônes négatifs 
C_(x). On posera f(C_(x))=f(x) (f= V, P, N). On a donc 
F(x) = P(x) — N(x). D’autre part, en vertu de l’additivité de f, 


RER SEE 
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on a f(S) = A(S, f) et comme f(S) est positive pour tout SE, 
on voit que les trois fonctions V(x), P(x) et N(x) sont positives 
et totalement croissantes sur X. On peut donc énoncer le théo- 
rème : 


Toute fonction à variation bornée est la différence de deux 
fonctions totalement croissantes positives. 

La réciproque est immédiate. 

F peut évidemment se mettre d’une infinité de façons sous 
la forme P,—N,, où P, et N, sont deux fonctions totalement 
croissantes positives. Mais les fonctions trouvées plus haut, 
P et N, sont les plus petites, ce qui les caractérise. 

Il est clair, en effet, que si F = P, —N,, ona 


Vie Fy NE, Pi} + V(z;-N,) 


Comme F—P—N,onaP,—P—N, —N—G. 
D’autre part, 


V(a, P,) = Pix), V(a, N,) =N,(x) et V(x, F) = P(x) + N(z). 
Ona donc P+N2P4I+N+2G, dot GEO. 


3. Tuéorème. — Si F, supposée à variation bornée, est continue 
à droite, ilest endemémede V, P et N si X satisfait aux axiomes 
De EX 

Il suffit de le prouver pour V(z). 

Fixons 2,¢X — -lb, et un voisinage à droite Ÿ. (x,). Il existe 


y€0, (x) tel que C_(x,) € C_(y,), par suite pour tout Ÿ. (x), 
0 (a,) n C_(y,) est aussi un voisinage à droite de x: on peut 
se limiter aux voisinages . (x,) € C_(y). 

Soit alors a = V(y,) — V(x) = sup} V(S(yo; %o),t); TELL, L. 
étant ici l’ensemble de toutes les partitions finies de 5 (yo; T5) en 
ensembles S. 


Étant donné un voisinage Ÿ(0) dans Y, il existe un voisinage 


10 (0) tel que ay ¢D et une partition 7, de S(y,; x,) telle que 
V(S(yo3 2), T)EW (a). 
Soit d’autre part un élément yeX tel que x, SY Yo Lo Y-. 


Si S = S(x; uw, ..., u,) supposé sous forme canonique est un 
élément de 7,, on a 


S’=Sn Sy; x) = Sank wy; Uy, ++» Uns Lp) tau # 
S/ = S(inf ry; Wy, , Un) — S(inf zy; inf uit -.-, inf u,2,)- 
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Par suite, A(S’) est somme d’un nombre fini de termes de la 
forme à = F(inf yz) — F(inf 2,z) et on a |A(S‘)| < DID 

Les ensembles S’ sont en nombre fini lorsque S décrit 7,, à 
chacun d’eux correspond un nombre fini de 6, d’autre part 
l'opération inf est continue a droite et F(x) est continue a 
droite. 

On peut donc déterminer un voisinage a droite Ù,(x,) tel 
que yeD. (a) —> 2iA(S") (0). 

Lorsque S décrit z,, les ensembles S—-S’ décrivent une 
partition #, de S(y,; y) pour laquelle 


V(S(yos y), ™)— V(S(yo3 20), ™)EW (0). 
V(S(yos y); T)€V(a). 
V(S(yo3 y}; T2) ~ V(Yo) — Vy) 


V(y,) — V(y) est donc supérieur à la valeur d’une fonction 
qui converge vers V(y,)— V(x) suivant le filtre produit 
de $.(x,) et du filtre des sections finissantes de l’ordonné 
filtrant des partitions x de S(y,; x,). Il en résulte qu’aucune 
valeur d’adhérence de V(y,) — V(y) suivant #,(x,) ne peut 
être inférieure à V(y,) — V(a,). Or, on a précisément toujours 


V(yo) — V(y) 3 Vy) — V(%)- 
Il en résulte limy . 2) V(Yo) — V(y) = V(yo) — V(a) c: q. £. d. 


En appelant encore mesure de Radon sur un espace X loca- 
lement compact, une mesure v. c-additive et complète à valeurs 
dans Y, définie sur le plus grand 5-anneau possible contenant 
les compacts de X et telle que uK=inf juK,; Ke K,} 
on peut résumer les résultats obtenus jusqu’ici dans le cas où 
X est localement compract, en énongant le 


Par suite 


Or 


Tutorime. — Si la fonction F définie sur un espace locale- 
ment compact ordonné X satisfaisant à X,, X,, X,, prend ses 
valeurs dans un groupe topologique Y satisfaisant à Y,, Ys, Y., 
la condition nécessaire et suffisante pour que F(x) soit la valeur 
pour C_(x) d’une mesure de Radon sur X est que F soit à variation 
bornée et continue à droite. 


4. La notion de fonction à variation bornée que nous avons 
introduite ici est essentiellement fondée sur la structure 


Di :. 


nier 


FONCTIONS CROISSANTES SE: 


d’ordre possédée par les espaces X et Y. Il serait intéressant de 
la comparer aux notions de fonctions à variation bornée que 
Yon peut définir pour les applications de R' dans un espace 
vectoriel normé. (Cf. E. Hille, 1.) 

On peut d’abord remarquer que les notions de fonctions à 
variation bornée définies par Hille s'étendent au cas d’un 
espace X étudié ici: il suffit de faire jouer aux ensembles $ le 
rôle des intervalles de R', et on obtient pour les espaces X de 
ce travail les définitions suivantes : 


Dérinitions. — Une fonction sur X, à valeurs dans Y, 
espace vectoriel normé est a variation bornée (V. B.) si pour un 
Sef donné quelconque, on a pour tous les choix d’un nombre 
fini n d’ensembles §; vérifiant 


S.nS=8, ix}, (JSicS, n=1, 2, 


t=1 


A8) 34 0. 


sup | 


AU 


Une fonction sur X, à valeurs dans Y sera dite à variation 
fortement bornée (V. B. F.) si pour toutes les partitions finies 
en ensembles S; d’un ensemble S donné quelconque on a 


sup 3 {SOI à + ce. 


Nous désignerons par V.B.0O. (variation bornée selon 
l’ordre) la propriété que nous avons définie dans ce paragraphe. 
Nous comparerons ces diverses propriétés, en supposant 
que Y est un espace vectoriel ordonné normé, défini sur le 


corps des réels, satisfaisant à Y,, Y,, Yc, et à l’axiome suivant: 


Ya: y, 2€Y, 03 y 3 2—>|Iyll <|f| 


Lemme. — Dans les conditions ci-dessus, on a ll 2} [yl lI 
pour tout y¢Y. 
En effet, on a|y—y*+y et comme |y} y et y sont posi- 


tifs, Yy implique |ly*|!<|||y!|| et yl] <I Ily!||. L’énoncé résulte 
alorsdey=y — y. 


r . L . 9° e L 
Tuéorème — 1. Dans les conditions ci-dessus, l'implication 


V.B. O.=+ V. B. est vraie. 
2. Si de plus, Y est réflexif, on a aussi V. B. F.=> V. B. O. 
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Démonsrrarion. — 1. Soit un ensemble Sed et des ensembles 
S, vérifiant Sn S;= 9, Load, | js, raft. 


Il existe une partition de S en ensemble S{j=1,...-,m; mn) 
comprenant les S{S; = 5, LT ren). 
On a par hypothèse ¥ |A(S,)| 3 V{S). 


Or SAS) =e! > |A(S,)| < D jA(S))| 
et, en vertu du lemme 
| SAS) | <2]| 5460] <21V(S) 


2. On a par hypothèse, pour toute partition finie d’un 
ensemble S$ en ensembles S;, Z|A(S)|<K, K réel positif. 


On en déduit 3|||A(S,)!|| <2K et à fortiori | 3/4 (S)) I <2K; 
L'ensemble des SIA(S;)| correspondant à toutes les parti- 


tions finies de S en ensembles S, est filtrant à droite (pour la 
relation d’ordre induite par celle de Y). Il en est de même de 
l’ensemble des cônes positifs C,{ YJA(S,;) I} ordonné par inclusion. 


Les traces de ces cônes sur la sphère |{y|| = 2K ne sont jamais 
vides et constituent une base de filtre. Si Y est réflexif (iso- 
morphe à son bidual fort), cette sphère est faiblement compacte 
et possède un point faiblement adhérent à la base de filtre : y,. 

Or, un cône positif dans Y est fortement fermé (Y;) et est 
convexe, donc faiblement fermé (Cf. Dieudonné et Schwartz 1). 

Par suite, y€C. | 2'A(S))|) pour toute partition finie de S, ce 


qui établit la proposition. 

L’implication inverse V.B.0.—+ V.B.F. est inexacte, même 
dans des cas très simples, comme le prouve l’exemple suivant : 
X est le segment [0, 1] avec l’ordre ordinaire. 

Y est l’espace de Hilbert 1’ des suites réelles de carré som- 
mable y= (y). L'ordre sur Y est donné par y 32<> y, < 2; 
Pash ais 


| on à : 
Soit e, le vecteur (5 )(t= 4s net = 0. sige iatt € 


le vecteur tel à 


hiss ” 
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Soit 0, une suite réelle strictement croissante et tendant 
vers un. Considérons l'application y(x) de X dans Y définie par 


uty =O" Ta ST = 6: 
y(x) = Le, + 
y(1) =e. 


Pour une partition arbitraire de [0, 1] en semi-segments 
Dj Lion (G—=0, x, —1), ona 


Dm. 
0 


m+i—— On 


p-i 
2 ly(ei-1) — y(x))|= y(1) =e. 
J= 
Par contre, en prenant x, = 0; pour ;=1,...,p on a 
(tee P 
2 lly(a..) —y(@ll = 2 
J=0 1 
somme qui n’est pas bornée supérieurement. 
A noter que pour l’espace /’ précédent, V.B.—- VOBP0'eect 
résulte du fait que |||y||| —|ly|| et que l’ordre qui a été adopté 
est lié à une base orthonormale. 


$ 3. Affaiblissement de l’axiome Nie 


4. Des trois conditions imposées à l’espace X, une des plus 
sévères est X,. Il serait souhaitable de pouvoir Vaffaiblir, en 
restreignant au besoin la classe des fonctions F. Nous étudions 
ci-dessous deux hypothéses plus larges que X,. La premiere 
très naturelle, n’est utilisable que si l’on impose une condition 
supplémentaire a F. La seconde ne restreint pas la classe des 
fonctions F. 


2. Remplaçons X, par les conditions 

X,,: Pour tout couple x, yeX, C(x) n C_(y) est compact 
(éventuellement vide). 

X,,: Pour tout eX, il existe y tel que æeC" (y). 

Les trois conditionx Xz.,, Xa; et X, entrainent aisément 
que X est localement compact. 


Considérons les ensembles [C.(y), yeX. Si Vintersection 
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d’un nombre fini de tels ensembles était vide, il existerait p 


P 
éléments y; i — 1, ..., p tels que | JC. (y:) = X, et X,, entrai- 
nerait X,. i=1 

Nous supposerons que les intersections finies d’ensembles 
[ C. (y) ne sont jamais vides. Leur famille est donc la base 


d’un filtre C. 

Soit, alors un cône négatif C_(x,) et sur C_(a,) un filtre J 
sans point adhérent. Pour tout yeX, il existe FeF tel que 
C.(y)nF=¢. Cest évident, si C,(y) n C_(%) = #, puisque 
% est un filtre sur C_(a,). Si C.(y) n C_(x%) Æget siC,(y)n F#¢ 
quel que soit Fes, la famille des C,(y) n F serait la base d’un 
filtre sur C.(y)n C_(a) qui serait plus fin que Set aurait 
un point adhérent en vertu de X,,, contrairement à l’hypo- 
thèse faite sur %. 

Tout filtre sur un cône négatif qui n’a pas de point adhérent 
est donc plus fin que C. 

Supposons alors que lime F(x) existe et soit h sa valeur. 
F prenant ses valeurs dans le cône positif d’un espace Y 
satisfaisant à Y,, Y,, Y, est supposée totalement croissante et 
continue à droite.) On a h < F(x) pour tout zeX, puisque 


GL(æ)e[ C. (x). 

Adjoignons à X un élément 0 de telle sorte que l’espace 
{Ou X — X possède les propriétés suivantes : 

19 § 2 x pour tout reX. 

2° Une base du filtre des voisinages de 0 en X est constituée 
des ensembles Gu {0} où G décrit C. 

30 Les voisinages de xeX en X en sont voisinages en + 


On pose enfin F(0) — h. 


> 


ae A , . nF : 
Si C_{x) est le cône négatif de sommet x en X, il est compact 
car il est séparé en vertu de X,, et de X, et si Fest un filtre 


0 r . ee ‘| 
sans point adhérent sur C_(x), il converge vers 4 sur G2). Pest 


continue à droite sur X, et elle vérifie A(S) & 0, pour tout SJ, 
car si S=S(z, 0), on a A(S)=F(z)—F(0)¢0 et si 
S = S(a, u,, …, Up, 0), on a, en posant 5, = DIT; Uy sang Uy) CU 
utilisant le fait que inf 0x = 0 pour tout xeX 


A(S) — A(S,) =—F(0)(1—Ch-b + + (PCR + (—1)) =0 


a ee 
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X et le prolongement de F a X vérifient donc les conditions 
des théorèmes du chapitre précédent. Le point 0 porte la masse 
ponctuelle h, ce qui permet d’énoncer le théorème : 

Si l’espace X satisfait aux axiomes Xz, Xa, Xs et X,, st 
Ab— #9, si F à valeurs dans le cône positif dun groupe Y 
satisfaisant à Y,, Y», Y, est totalement croissante et continue 
à droite sur X et admet une limite h suivant le filtre des 
complémentaires des cônes positifs de X, il existe une mesure 
de Radon positive w sur X, qui est localement compact, telle 
que p.C_(x) = F(x) — h. 

Ce résultat s’étend immédiatement au cas bg (sous les 
conditions indiquées au ch. 1, § 5 et 6) et au cas d’une fonc- 
tion à variation bornée sur X, à condition de supposer que Y 
vérifie Y,, et que non seulement F(x) mais aussi V(x) admet 
une limite suivant le filtre ©. 


Remaroue. — Si C. (y) est compact quel que soit y, l’adjonc- 
tion de @ réalise une compactification classique de l’espace 
localement compact X. La méthode utilisée ici a l’avantage 
dans le cas général de faire intervenir le filtre € moins fin que le 
filtre ® des complémentaires des compacts, l'existence de 
lime F(x) étant alors une condition plus large que celle de 


lim 4 F(z). 


3. Nous remplaçons maintenant X, par la condition : 
X,,: A tout ultrafiltre # défini sur un cône négatif C_(x,) et 
n'ayant aucun point adhérent sur ce cône, correspond un 
filtre C(F) (variable avec F), également sans point adhérent, 
dont une base est constituée de cônes négatifs, qui est moins 
fin que 3 et tel que pour tout Feñ, il existe au moins un élé- 
ment æ(F)eF tel que C_(x(F))ec. 

Remarquons que les axiomes X,,, X, et X, sont vérifiés 
si X est une dendrite privée de ses extrémités et munie d’un 
ordre et d’une topologie évidentes. 

Nous supposerons encore que l’espace des valeurs de Bi est 
un groupe satisfaisant à Y., Y>; Y,, et que F est bornée infé- 
rieurement sur X. | 


4. Soit donc ¥ un ultrafiltre sans point adhérent sur un cône 


négatif C_(z,). Pour tout Fef, considérons l’ensemble G(F) des 
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points æ(F). G(F) n'est jamais vide et on a 
G(F,nF,) ce G(F,) n G(F;). 


L'ensemble des G(F) constitue la base 6 d’un filtre plus fin 
ue %, donc identique à 4. L'image de ® par F est une base 
dultrafiltre F(G) sur Y. Cet ultrafiltre est plus fin que le 
filtre des sections commençantes de l’ordonné filtrant a gauche 
(F(a); C_(ajeC}; F étant bornée inférieurement sur X, et Y 
vérifiant Y,,, il en résulte que F admet une limite suivant tout 
ultrafiltre 3 sans point adhérent sur un cône négatif. 

Soit Q l’ensemble de ces ultrafiltres. 

Nous poserons J, < %,, si quels que soient F,67, et Fe, il 
existe x,(F,) et a, (F,) avec LUE) 2 (Fs) 

X,, entraîne que la relation %, < %, peut s’énoncer de ma- 
nière équivalente: quels que soient F,69,, F,67, et 2,(F,) il 
existe 2,(F,) = 2,(F,). Car, en vertu de X,, si 2(,F,) est 
donné, C_(a,(F,)) n F, = Fie#, et d’après la définition de #, < F,, 
il existe x,(F,) et a(F;) tels que x(F,) + &(F), or 2,(F;) = x,(F,). 

Sous cette seconde forme, on voit immédiatement que la 
relation %, < J, est transitive. Elle entraîne évidemment 


limg, F(x) < lim 3, F(z). 


Considérons alors la relation R: « %, = %, et F, < F, » 

R est évidemment symétrique, réflexive et transitive. 

Soient 0 les éléments de 0 = Q/R. 

Nous allons adjoindre à X, les éléments 0, en étendant à X u 0 
l’ordre et la topologie de X. 

Nous posons 0 <2, 0€0, xeX s’il existe un Sef tel que 
Fee => C_(x) n Fes 

X,, rend alors impossible x + 9 pour xeX, 00. 

Nous posons 


0,40, si Fe, et F6, — 3, +3. 


Ces deux définitions font de XuO un ensemble ordonné 
(vérification immédiate). 

Nous devons maintenant définir l’opération inf sur Xu 0. 
Les deux cas à envisager sont celui de inf 0x et celui de inf 0,0.. 
Traitons le deuxième. Le premier s’en déduira. 

1° Supposons d’abord que quels que soient %,60,, 7,6), et 
Fef,, F,6%,, il existe ,(F,) et x, (F,) tels que inf 2,2, ~ w. 


a 
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Dans ces conditions, l’ensemble (F,, F,) engendré par les 
éléments inf x,x, ainsi définis n’est jamais vide et engendre 
une base de filtre $ lorsque F, et F, décrivent respectivement 7, 
et #,. B plus fin que C(F,) et C(%,) est, comme eux, sans point 
adhérent. Je dis que tous les ultrafiltres plus fins que $ sont 
équivalents (mod. R). Il suffit, pour cela, de prouver que pour 
deux quelconques d’entre eux, on a $, < &,. 

Or, soit inf x,x, un élément appartenant à un ensemble B,¢¥, 


(x, — x (F,), F,e%,, Ly = z,(F,), F.€%,). 
On a B,, = C_(inf z,z,) n (F,, F,)eB, car C_(x,)n Fe, et 


C_(a,) n F,67,; donc B,, contient un ensemble B,eB, puisque 
B, est plus fin que B. Ceci entraîne B, < B,. Tous les ultra filtres 
plus fins que $ définissent donc un élément 0. Je dis que —inf0,0,. 

Cela résulte des deux propriétés suivantes : 

a) 0 <40,, 0 <0.. Évident. 

b) 0 29, et 0 +40, —0 <0. 

En effet, soit inf z,2,, (x, =2,(F,), x, =2,(F,), F,63:, F,¢€%,) un 
élément d’un ensemble de Je. Quels que soient 9€) F'e7” et 
EeC_(r,)n F,, EeC_(x.) n F, il existe ZAP YR 5, et oil <E. 

Mais C_(x!) n C_(a,) n F'éF et est inclus dans F’. 

Il existe donc 2’(F’) tel que x’ + x, + x, et à < TR ae 

On a x inf 2,2,, ce qui établit la proposition. 

20 Si, au contraire, il existe Gen,, F€9,, FyeF,, F,e7, avec 
inf 2,7, = pour tout z,(F,) et tout x,(F,), nous poserons 
inf 0,0, = w. 

La même construction donnera inf 0x, si dans ce qui précède, 
on remplace les éléments 2,(F,) par l'élément fixe +. 


Il est clair enfin que siinf ty — 6, x, y eX, cette relation 
subsiste sur Xu O. 


5. Topologie sur XuO. — Il s’agit à présent de faire de 
l’ensemble ordonné Xu 0 un espace topologique ordonné X 
dont la topologie vérifie un des systèmes d’axiomes utilisés 
au chapitre précédent et induise sur X la topologie que celui-c1 
avait initialement. Nous affecterons d’un tilda toutes les nota- 

STE re — 
tions désignant des éléments relatifs à X(C_(a), U(x) ee) les 
mêmes notations sans tilda désignant les éléments de même 
définition sur X. 
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Pouratteindre notre but, nous devrons renforcer l’axiome X,... 

Nous le ferons de deux manières, et étudierons deux topo- 
logies sur X uO: , 

La première ©, assurera sur X la vérification des axiomes 
Nog Xj et pers Ae satisfait X,, Xs, Xe et l’axiome suivant 
X,,: G_(x) est fermé pour tout xeX. 

La seconde, 6,, assurera sur X la vérification des axiomes 
AEX PSI satisfait X,, X, et les axiomes X,, (renforce- 
ment de X,,) et X,, (renforcement de X,.) suivants : 

X,,: Méme énoncé que X,, à cela près que € a cette fois une 
base constituée de cônes C_(x) d'intérieur non vide et que tout 
Fe% contient un æ(F) tel que C_(a(F))eC et C_(a(F)) n Fed. 

X,,: C_(x) est fermé et séparé pour tout ze X. 


6. Étudions d’abord ©. 

Considérons le filtre intersection des ultrafiltres Feb, 
0 fixe. Il possède une base G(0) formée d'éléments G tels que 
pour tout «eG, C_(x) n Ge& (0) (conséquence du fait que 
tout Je) possède une base jouissant de la même propriété 
relativement à J, et que les filtres appartenant à 0 sont hés 
par la relation 9, < %, et F, = F,). 

En vertu de X,, il existe pour tout xeG, un yeX tel que 
C_(y) > C_(x). Soit alors l’ensemble 

0(0) = 6_(y)u(OnC_T@)) 90. 

Sa trace sur X en est un ouvert. Et, lorsque y varie de façon 
à vérifier toujours C_(y) > C_(x), que x décrit G et que G décrit 
G(0), 0(6) décrit une base de filtre qui satisfait aux axiomes 
des voisinages ouverts et que nous prendrons comme base 
des voisinages ouverts de 0. 

Cette définition des voisinages de 0, pour 00, assure que 
tout filtre sans point adhérent sur un cône négatif de X a 
pour points adhérents sur X les éléments 0 auxquels appar- 
tiennent les ultrafiltres plus fins que lui. 


—~—~ 


Mais il reste d’une part à définir les voisinages U(x) des 


À « . 8 ee 
points a de X et à s’assurer que sur tout cône C_(x,) tout filtre 
a un point adhérent, ce qui n’est pas encore garanti pour les 


ee 


filtres sur C_Tx,) nO, (ou Geax) nO, ce qui est équivalent). 
Soit donc un tel filtre, d’éléments ®. Associons-lui le 


ns À 
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filtre 3(Ÿ) dont une base est décrite par les ensembles F(®, G(0)) 
associés respectivement à un choix de ® dans W et de G 
dans (6) pour chaque e?. Si G(0) est Vélément ainsi 
associé à 9, on prend F(?, G(0)) =u {G(0), Oe}. La base 
de F(Ÿ) est décrite lorsque G décrit G(0) et que ® décrit Y. 
Si F(F) n’a pas de point adhérent sur C_(a,), il existe un 
ultrafiltre plus fin que (1°) qui converge vers un élément 0, 2 x. 
Dans ces conditions ‘I’ a 9, pour point adhérent. Sans quoi, il 


existerait un ® disjoint d’un 0(0,) et pour 0e, un ensemble 
G(6) disjoint de ©((,), par suite un ensemble F(®, G(0)) dis- 
joint de T(0,) ce qui est absurde. Si donc Ÿ n’a pas de point 
adhérent sur 0, c’est que #(Ÿ°) en aun sur C_(a,). Soit x, un tel 
point et V(z,) unde ses voisinages dans X. Considérons l’ensemble 


<P x 


des 060 tels que Gn U(x,) ~% pour tout GeG(0), et soit Ù(x,) 
la réunion d’un voisinage de cet ensemble sur 0 et de V(z,). 


ee 


La famille des 0x) est une base de filtre et les traces de U(z,) 
sur 0 et sur X contiennent respectivement un ouvert de chaque 
espace. Le filtre peut donc être pris pour filtre des voisinages 
de x, dans X. 

Si xeX n’est point adhérent d’aucun filtre du type 3(F), le 
filtre des voisinages de x dans X en sera base de voisinages 
dans X. 

Avec la topologie ainsi définie sur X u 0 par les voisinages 
de chaque point, tout filtre sur un cône négatif de X a donc un 
point adhérent et il est clair d’autre part que tout cône néga- 
tif sur X est fermé: X vérifie l’axiome X,. Pe 

Montrons que l’opération inf est continue à droite sur X. 
Nous nous limiterons au cas 0 = inf 0,6.. 

Un voisinage à droite de 9 contient toujours un ensemble du 


type C_(y)n C (6) contenant lui-même un élément inf 2,2, 
avec 2€G, GeG(0), 1 = 1,2. x, et x, appartenant a X et 
l'opération inf étant continue à droite sur X, il existe deux 
éléments y,, y, tels que C_(y;) > C_(x) et inf y,y.€C_(y) d’où 


résulte aisément la proposition. | 
Il est enfin évident que X, est satisfait par la topologie G,. 


7. Etudions maintenant la topologie ©,. | 
Le filtre intersection des ultrafiltres Fed a cette fois une 
16 
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base (0) formée d’éléments G tels que si xeG, C? (x) 0 GeG(0). 
Nous choisirons alors pour éléments d’une base de voisinages 
ouverts de 0,€0, les ensembles 


Mo, 2, 2’) =(C_(x) —C_(w)) v ((CXa)—C_@)) 0 
où x décrit G et G décrit G(b,), et a décrit q 2aC TH G’ 


décrit ©(0’) et 0’ décrit 0 LEA el (by 

En vertu de X,, et X4,, tout ‘€(0,, 2, a’) a pour trace sur X 
un ouvert non vide de X. D’autre part, Ü(0,, x, x) est un voi- 
sinage Ü(0, x, 2’) pour chaque élément 0 de 0 qu’il contient, 
car si 0x, 0 non +42 il existe GeG(0) tel que Gc Ch (zy et 


PT ae 


GnC_(x)= 59. Enfin le filtre 93(0,) des voisinages de 4, 


ainsi défini est moins fin que @(4,), car si 0 — CU), il 
existe GeG(0), xeG et G,<G(0,) tels que G,nC_(x) = ¢. 


La définition formelle des voisinages ‘U(x) des éléments xeX 
sera la méme que pour ©,. Le fait que tout filtre sur un cone 


négatif de X ait un point adhérent est assuré comme dans le 


cas de ©,, puisque %(6) est moins fin que G(0). 
Ce qu’il faut prouver en outre, cette fois, c’est que 6, induit 


Ms r LA A TE Vr 
une topologie séparée sur tout cone C_(u), ueX. 
Nous commençons par établir quelques résultats relatifs 


—— 


à B(0). 


Proposition 1. — Le filtre B(0,,0) des voisinages de ), sur 
0 a une base formée de voisinages à droite. 


—— 


En effet, dans le cas contraire tout ‘0(0)) 9 Q contiendrait 
ager orem % A 


des 0¢C, (,)- L'ensemble non vide (%(,) —C,(@,)) 19 
décrirait la base 8 d’un filtre Ÿ sur 0. Le filtre 3(‘I’) associé 
est plus fin que tout filtre C(#) pour Geh,, il n’a pas de point 
adhérent sur X. Tout ultrafiltre WU plus fin que 3(‘') doit 
vérifier l’axiome X,,. Or, l’existence du filtre C(U) est impos- 
sible, car quel que soit l'élément 0 appartenant à un ensemble 
Be, il existe GeG(0), xeG et GeG(0,) tels que C_(x) n Gy =a 
La réunion de ces cônes C_ (x), lorsque 0 décrit B, contient un 
ensemble de S(Ÿ), et par conséquent un ensemble U de U. 
Pour tout point « de U, il existe donc un ensemble G, ( variant 
avec x) et tel que G,n C_(x) = #. Il suffit donc de considérer 


FONCTIONS CROISSANTES 243 


— 


Pensemble B,e$ correspondant au voisinage ‘U(4,, x, x) où 
x, est un élément choisi arbitrairement dans G, pour être 
sûr que C_(x) n U n’appartient pas à Ul, puisqu'il est disjoint 
d’ensembles de F(°) correspondants à B.. 

Nous désignerons toujours dans la suite par Ù(0, 0) un voi- 
sinage à droite de 0 sur ©. Il est clair dans ces conditions que si 
0,eU(0,, 0), l’ensemble non vide }9; 0, < 9 < 0,! est inclus dans 
0(0,, ©). | 


Proposition 2. — Si 0, # 9,, 0, et 9, ont sur X des voisinages 
disjoints. 

Si 4, ~ 0,, on a par exemple, 9, éC_(0,) et il existe G,eG(0,) 
2,€G, et GeG(0,) tels que C_(x,)n G, = 9. Dans ces condi- 
tions tout voisinage 0(0,, æ,, x) sera disjoint des voisinages 
(0, x, æ,) pour tout 2,¢G,. 

Remarquons que c’est ici qu'intervient le renforcement 
apporté par X,, à l’axiome X,,. Sans lui, il faudrait prendre 
pour trace sur X d’un voisinage ouvert de 40, C_(y) — C_(x) 
avec C_(y) > C_(x) pour que cette trace soit un ouvert de X. 
Mais on ne peut garantir que C_(z,) n G, = # implique 


C_(y,) nG,=¢ 


pour un y, convenable, a partir des seules hypothèses alors en 
jeu, et la séparation de X n’est plus assurée. 


Proposition 3. — Si 0,€0(0,, 9), il existe V(0, ©) tel que 
0(8,, 0) n U(0,, 8) = ¥. 

En effet, si 0, 29,, on sait qu’il existe un ‘U(O,, O) tel que 
6,€<0(0,, 0). Si ©(0,, ©) rencontrait (0,, ©), 0 étant un 
de leurs points communs, on aurait 0, = 9,9, = 9%. Mais 
%(0,, ©) contenant 9, contiendrait tout 0 vérifiant 0, <9 < 4,, 
donc en particulier 4,, ce qui est absurde. 

Si 0, 20,, on voit de même que tout (0,, 0) est disjoint 
d’un (6,, 9) ne contenant pas 4,. | 

Si 6, et 0, ne sont pas en relation d'ordre, il existe, par 


exemple un élément xeX tel que 9, < x, et C_(æ) n C. (9) == 9, 
d’où l'existence immédiate de deux voisinages disjoints. 
Les voisinages à droite (0, 0) dont l’ensemble est une base 


x 


| du filtre des voisinages de § sur 6, sont donc à la fois ouverts 
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et fermés sur 0. 0 est totalement discontinu pour la topologie @.. 
Ceci a pour conséquence que si 0(0, 0) est disjoint d’un 
ensemble Ec Q, il est disjoint d'un voisinage de E sur 6, 
car 0 — Ÿ(0, 0) est un tel voisinage. € 

Nous achevons maintenant d’établir que X est séparé en 
démontrant les propositions suivantes : 


Proposition 4. — 0,€0 et xeX ont des voisinages disjoints 
sur X. 

En effet, il existe GeG(0,) et 2G tels que æx£C_(x), 
sans quoi le filtre C(#) associé à chaque %€), par l’axiome X,, 
aurait æ pour point adhérent. Mais C_(x,) étant fermé (X;, Ne 
il existe un voisinage U(x) disjoint de C_(2,). L’ensemble des 9 
pour lesquels la trace de (6) sur U(x) est une base de filtre est 


—— 


disjoint de C_(a,) et par suite d’un voisinage Ü(0,) que nous 
pouvons supposer avoir pour trace sur © un voisinage à droite 
%(0,, 9), cet ensemble possède done un voisinage sur © dis- 
joint de (0,, 0). La réunion de ce voisinage et de U(x) est 


—— 


un &(x) disjoint de %(0,). 


Proposition 5. — Deux points distintcs «,, x, de C_(u) ont 
des voisinages disjoints sur X. 


Si pour un des points U(r) = Ca) pour un voisinage Ù(x), 
la propriété résulte de la séparation de C_(u). 

Supposons done que ©(a,) nO et (a) n@ ne sont jamais 
vides. 

Un des points n’est pas antérieur à l’autre, soit, par exemple, 
az, non + x, Remarquons alors que le résultat que nous avons 
établi au chapitre 1, $ 3.4, sous l'hypothèse que X vérifie 
X,, Xp, et X, est encore valable si l’on suppose que X vérifie 
X, et X, et que tout cône négatif est séparé, car X, n’interve- 
nait que pour assurer, en conjonction avec X, et X,, la sépara- 
tion de X — Ab, et à fortiori celle de tout cône négatif. 

Il existe donc y, tel que C_(y,) > C_(x) et m&C (y). 

Soit d’autre part y, tel que C type (a): 

Prenons U(2,) = C (y) —C_.(y,) et T(z) = C_(y,). 


Il est clair que C_(y,) — É y) et C_(y,) sont chacun voisi- 
nages sur © des points 0 qu'ils contiennent. On peut les 


Le. 


K 
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prendre pour voisinages 'U(z,) et ‘U(x,), car si un point 0 est tel 
que Go Ü(x,) A % pour tout GeG(0) on aura 0eC_(y,), et il 
existera GeG(0) tel que GcC_(y,) ce qui entraîne que les 
points 9 tels que Gan(x,) 9% pour tout GeG() appar- 
tiennent bien a C_(y,) — C_(y,). 
wa AN ER PRES 718 

Les voisinages trouvés ‘Üx,) et Ü(x,) étant disjoints, la pro- 
position est établie. 

L'espace X satisfait done à l’axiome X,. On s’assure sans 
difficulté qu’il satisfait à X, et X,. 

Prolongement de F à X. — Le prolongement se fait de la 
même manière dans les deux cas (©, et ©,). 

Si F est positive, totalement croissante et continue a droite, 
on la prolonge à X en posant 


F(6) = limÿF(x) pourtout Fe 


Sur X, F demeure positive et continue a droite, d’où il 
résulte que si elle vérifie A(S) ¢ 0 sur X, elle le vérifie encore 
sur X. 

Si F est à variation bornée et continue à droite sur X, elle 
y est la différence de deux fonctions positives, totalement 
croissantes et continues à droite (car X satisfait à X, et X, 
Cf. ch. 11, $ 2, n° 3) P et N que l’on prolongera comme indiqué 
ci-dessus et on posera F(0) = P(6) — N({0). Le prolongement 
de F a X sera à variation bornée et continu à droite sur X. 
Nous pouvons donc énoncer le théorème : 


Si X satisfait aux axiomes X,:! X,.Xp, Xe tl est possible de 
le plonger dans un espace X satisfaisant à X,, X, et X.. 

Si X satisfait aux axiomes X3,, Xa X,, X,, il est possible de 
le plonger dans un espace X satisfaisant à X,, X, et X+. | 
Dans les deux cas, une fonction positive, totalement croissante 
et continue à droite, ou une fonction à variation bornée continue 
à droite sur X, peut être prolongée en une fonction de même nature 

sur X. 


CHAPITRE III 


APPLICATIONS 


§ 1. — Exemples d’espaces X. 


4. X est R*, R", R™. Répartition de probabilité. 

Le cas le plus simple est celui où X est le cône positif R' de 
R" ordonné par 2 3 y <> %i < Yi ee Pt Peer 

Tous les axiomes X,, X., X», X, sont satisfaits. 

Les fonctions à variation bornée, au sens où nous les avons 
définies (ch. 1, § 2) sont alors identiques aux fonctions a 
variation bornée au sens de Vitali (mais, méme dans ce cas 
simple, il semble que les ensembles S soient d’un emploi plus 
souple que les « intervalles » utilisés dans la définition de 
Vitali (Cf. Picone et Viola. 1). 

R’ entier ne satisfait pas a l’axiome X,, mais il satisfait aux 
axiomes X,,, Xa; et, par suite, se prête à la théorie faite (ch. 11, 
§ 3, n° 1) pour les fonctions réelles F(x,, ..., Z,) qui admettent 
une limite finie h, lorsqu’une quelconque des variables x; tend 
vers —o, quel que soit le comportement des autres. Lorsqu’en 
outre, F admet une limite finie h, lorsque toutes les variables 
tendent vers + F est une fonction de répartition bornée 
dans R". Sih, = 0 et h, = 1, on a une fonction de répartition 
de probabilité. 

Les derniers cas examinés sont des cas particuliers de fonc- 
tions F définies sur R", produit de n espaces identiques à la 
droite numérique achevée (compactification par adjonction 
des éléments ++ co et —). R" vérifie évidemment les axiomes 
X Fader EX tek eed fay 

Il en est de même de l’espace R™ où Mest un ensemble d’in- 
dices u. de puissance quelconque, l’ordre étant donné par 


LAY <> Lu < Yu pour tout ueM 
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Cet espace a été considéré par Kolmogoroff (Cf. Kolmo- 
goroff 1) et la construction d’une répartition de probabilité 
qu’il y effectue rentre dans le cadre de notre théorie, avec cette 
restriction que la fonction F n’est pas défimie pour tout 
xeR", mais seulement dans un sous-espace U: ensemble des 
points dont un nombre fini de coordonnées ne valent pas + «. 
La théorie exposée ici s’étend aisément à une telle situation, 
à condition que l’axiome X, soit vérifié sur U, et que l’axiome X, 
soit vérifié lorsqu'on astreint les sommets des cônes qu’il fait 
intervenir à appartenir à U, ce qui est le cas dans la théorie 
de Kolmogoroff. 

Il est clair que, plus généralement, les fonctions réelles posi- 
tives totalement croissantes et continues à droite définies sur 
un espace X satisfaisant à X,, X,, Xs, X, et possédant un élé- 
ment minimal x, et un élément maximal x,, et telles que 
F(x,) = 0, F(x,) = 1, peuvent être considérées comme des 
fonctions de répartition de probabilité 


2. X est le cône positif d’un espace de Hilbert ordonné. 

Une autre généralisation immédiate de R® est le cône positif 
de l’espace |’ des suites réelles x = (x) de carré sommable, 
ordonné par æ 3 y <> %i < Yi Li — 1,2 4). imac. 

il satisfait à XX Xs: (Cf: Chi 6%, n° à.) 

Cet exemple nous servira à montrer qu'il ne faut pas espérer 
en général obtenir pour les fonctions à variation bornée sur des 
espaces ordonnés les propriétés qu’elles ont sur R", hors celles 
que la théorie se préoccupait explicitement de conserver : 
ainsi, alors que les fonctions analytiques réelles sur Rt (ou sur 
un cône négatif de R") y sont a variation bornée, il n’en est 
pas de méme des fonctions analytiques réelles sur i 

Ceci résulte de ce qu’un polynome réel, continu, homogène 
et du second degré, qui est une foncton analytique (Cf. Hille 1) 
n’est déjà pas en général à variation bornée. | 

Un tel polynome P(x) est une fonction réelle continue sur 
I?, telle que P(a + ch) soit, pour a et h fixes, un polynome au 
sens usuel, du second degré au plus en €, et que P(ux) = a P(x) 
pour tout x et tout &. P(x) est continu s’il existe un nombre 
M> 0 tel que |P(z)|< M'z|?. Un tel polynome n est autre que 
le produit scalaire << Az, x > où À est un opérateur linéaire 
symétrique continu. | 
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Si e; est le vecteur de [? dont toutes les coordonnées sont 
nulles sauf la 1 qui vaut 1, ona æ — D Lei, A peut être repré- 


t 
senté par une matrice (a) et on a P(x) = 2 AT; 
Si Pon pose a" — Yæ;e,, on a P(x) = lim, P(2”). 
1 

Or, Poe PP), si P,(x") = la,ax, où 2 désigne 
la somme étendue aux indices à, j <n pour lesquels a; > 0 
et P,(2") = — L'a,xa; où 2” désigne la somme étendue aux 
indices i, j <n pour lesquels a; < 0. 

Si P(x) est à variation bornée sur I’, il l'est à fortiori sur 
l’espace R"sous-tendu par e,,.…,e,et comme P,(2") et P,(z") y sont 
totalement croissants et s’annulent pour x" = 0, P,(x") — P,(z") 
est la décomposition canonique de P(x") dont la variation dans 
le cube 0 2 x 2 x" de R’ est V(2") = P,(x") + P,(2’). 

Si P(x) est à variation bornée sur /’, sa variation V(x) y est 
une fonction continue et on a V(x) = lim, V(z"). 

Ceci exige que les sommes, infinies cette fois, L'a;x;r; et 
Y"a,v,z, aient un sens et que l’opérateur B correspondant à la 
matrice b, = |a,| soit continu. Or, A peut être continu sans 
que B le soit. Tel est le cas pour a, = prt eel LOS Tay 
a,—=.0? {Cf Schur, 4). oe | 


3. X est l’espace des compacts d’un espace localement compact E. 
Sur l’ensemble ‘i des compacts non vides d’un espace locale- 
ment compact E, nous définirons un ordre et une topologie 
qui en feront un espace localement compact satisfaisant aux 
axiomes X,, X,, Xs, Xe 

La relation d’ordre sur À est la relation d’inclusion dans E. 

Si K, n Ky ¢, Kyo K€ et est inf K,K,. 

Si K, n K, = #, on a bien C_(K,) n C_(K,) = 9, l’ensemble 
vide de E est l’élément w que l’on peut adjoindre a % (ch. 1, § 2). 

La topologie sera définie par les voisinages d’un élément 
arbitraire K,, comme suit: 

A un recouvrement ouvert fini 2 = (w,), i= 1, 2, ..., n de K, 
associons l’ensemble 


WK, D) =iKikel Joy, anKes id; nt 


i= 1 


Lorsque Q décrit l’ensemble des recouvrements ouverts finis 


SS 


| 
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de K,, 0(K,, ©) décrit une base de filtre. En effet, l’ensemble 
U(Ko, Q) na O(K,, 2’) qui n’est pas vide est de la forme UK, Q,) 
car si K en est un élément, on a 


Ke (U ox) n (U o!) 
i / ij }, 
si O —(m,) et Q’ = (w;) d’une part, et Knw,~8, Kno, #¢ 
inet, ...,n;} —l,....m) d'autre part. ©, est le recouvrement 
constitué de ceux des ensembles w; n w(t = 1,...,n; 7 =1,..., m) 
qui ne sont pas vides. 

On prendra la base de filtre ainsi définie comme ensemble 
des voisinages ouverts de K,. (Les axiomes des voisinages 
ouverts sont évidemment satisfaits). 

Le filtre B,(K,) des voisinages à droite de K, a une base 
constituée des ensembles 0, (K,, 0) = {K; K,c Kc O} où O 
est un ouvert de E. 

Les axiomes suivants de notre théorie sont satisfaits : 

X,.C_(K) est compact. Cela revient à dire que +h est compact, 
si E l’est, ce qui est exact (Cf. par exemple Choquet 1). 

X,.inf K,K, est continue à droite. 

Si K, n K, =4, il existe O, et O, ouverts en E contenant res- 
pectivement K, et K, et tels que O,n O, = 9. 

Si K = K,n K, #2 et si O est un ouvert contenant K, les 
ensembles K, — O et K,—- O sont deux compacts disjoints, 
pour lesquels il existe deux ouverts disjoints O; et O, les conte- 
nant respectivement. 

Dès lors, en prenant O, = OuO, et O, — O u O,, il est 
clair que 

K;e0.(K;, O,) a Ket 
K'e0.(K,, 0,) —> Kin K£U,(K, O) 
X,.E étant localement compact, tout ouvert O contenant un 
compact K, contient un compact K’ dont l'intérieur contient K. 

Enfin À qui est compact, si E l’est, est localement compact 
dans le cas général (Cf. Choquet 1). Cela résulte d’ailleurs aussi 
de ce qu’alors À est dépourvu d’élément maximal et vérifie 
Dex (CT Ch. 1,5 4,0 3). 

Si done F (K) est une fonction réelle positive définie sur les 
compacts d’un espace localement compact E, elle sera Cano- 
niquement associée à une mesure de Radon positive si elle est 
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totalement croissante et continue a droite. Ces deux conditions 
se traduisent aisément en revenant a E. La première, en parti- 


culier, donne : 1 
Pour tout système de n + 1 compacts K, K,, -.., K,, on doit 


avoir 
A) F(K)—2,F(Ko Ki) + ::: + (—A1YE,F(K n K,,....9 K;,) 
Less b(—1)"F(Ko Kia. io Ke) 
étant entendu que l’on pose F(#) =0 et que >, désigne la 
somme étendue aux combinaisons de p des indices 1, 2, ..., n. 
Si E est compact, F(E) est défini, et la fonction ¢(O) définie 


sur l’ensemble © des ouverts de E, par ¢(O) = F(E) — F( [ 9) 


vérifie pour tout système de n + 1 ouverts O, O,, …., O, 


(2) F(E)—¢(0) —>,|F(E) | 
— 


¢(O u O))] 
+ (—41)?2,|F(E) — ¢(0 uv O,, uv... u O;,) | 
prie (CITE) —¢(OuO,u...u O,)| >0 


ce qui peut s’écrire 


(3) (—1)"*"f¢(0 U0, vu... u O,)—%,_.¢(O u Ov... v O;,_)) 
+. p(—1)», (O_O; ur. u OF 
++ (—4)"¢(0)§ 20. 
Des inégalités du type (3) ont été obtenues par M. Choquet 
(Cf. Choquet 2) dans son étude des capacités généralisées 
(comprenant la capacité relative au potentiel newtonien), où 1l 
a désigné par fonction alternée d’ordre infini sur une famille 
additive d’ensembles toute fonction vérifiant l'inégalité (3) 
pour tout système de n + 1 ensembles et par fonction mono- 
tone d’ordre infini sur une famille multiplicative d’ensembles, 
toute fonction vérifiant (1) pour tout système de n + 1 en- 
sembles, n prenant dans les deux cas toute valeur entière posi- 
tive. 


_ Dans ce qui précède, nous avons utilisé les propriétés de Ki. 


et © d’être respectivement des familles multiplicative et addi- 
tive, mais pour les intersections et réunions finies, seules en 
cause ici, À est aussi une famille additive et O une famille 
multiplicative. Par suite, on peut aussi une fonction alternée F 
sur À, faire correspondre une famille monotone sur 0, en 
posant 


o( [K) = F(E) —F(K). 


| 
| 
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x 
D’autre part, la relation O = [ K établissant une correspon- 


dance biunivoque entre Ji et O, permet de définir sur O une 
topologie et un ordre images de ceux de et pour lesquels 
tous les axiomes de notre théorie seront satisfaits. 

On en déduit que toute fonction alternée et continue à 
droite F(K) sur À correspond de manière canonique à une 
mesure de Radon u sur O de telle sorte que 


F(K) = F(E) — pC_{ [ K). 


(Résultats corrélatifs relativement aux fonctions définies 
sur 0). 


4. X est un espace de fonctions continues. 
4. Soit X l’ensemble des fonctions réelles continues x sur un 
espace compact T. On peut y définir un ordre, en posant 


x xy <> a(t) < y(t) pour tout tT 


inf zy est défini pour tout couple x, y. 

Si nous prenons pour topologie, celle de la convergence uni- 
forme dans T, les axiomes X, et X, sont satisfaits, mais X, ne 
l’est en général pas. Il le sera, sans que X,, Xs Xe cessent 
de l'être, si l’on restreint X à une famille équicontinue de 
fonctions x. 

On peut plus généralement supposer que les fonctions x 
prennent leurs valeurs dans un espace uniforme ordonné 
satisfaisant lui-même aux axiomes X,, Ke 

9. Au lieu de restreindre l’ensemble X des fonctions x pour 
satisfaire X,, il peut étre plus intéressant au contraire, de 
plonger X dans un espace plus vaste vérifiant X4. 

Nous le ferons, en procédant comme suit : 

Limitons nous tout d’abord, aux fonctions continues réelles 
positives définies sur un compact quelconque T et associons à 
chaque fonction x l’ensemble K(x) des points (é, u) deTxXR 
défini par 0 <u < a(t). 

Cet ensemble est compact dans T x R qui est localement 
compact. 

Considérons l’adhérence X dans XTXR) de l’ensemble 
des K(z). | 

Soit KeX, si (t, u)eK, on a (4, eK dès que 0<P<u. K 
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est donc défini par une relation du type 0<ucylt) et la 
compacité de K entraîne que y(t) est semi-continue supérieure- 
ment. 

Réciproquement, si y(t) est semi-continue supérieurement, 
le compact K = {(t, u); €T, OS u<y(d)} appartient a X. 

Nous allons, en effet, montrer que dans tout voisinage de K 
(dans X(T X R)), il existe un ensemble K(x) contenant K, 
autrement dit, tout voisinage à droite de K dans -+h(T X R) 
contient un ensemble K(z). Soit 2 l’ouvert de (T x R) déter- 
minant ce voisinage à droite. Il faut trouver æ tel que 
Keka) en! 

Or, quel que soit ¢,¢<T, on peut trouver une fonction x, (t) 
continue telle que K(a,)>K et (4, æ,(t))et) (ceci est pos- 
sible si T est uniformisable, à fortiori si T est compact (Cf. Bour- 
baki 2). Mais comme x, est continue, il existe un voisinage 
V(t.) de t, tel que teV(t,) > (t, x, (t))eQ. T peut être recou- 
vert par un nombre fini de voisinages V(t), correspondant aux 
points ¢(i = 1, ..., n). La fonction x = inf (%,; 1 = Pe 
est continue et vérifie K(x) > K et K(a) <Q. 

Nous prendrons pour espace X, l’ensemble des fonctions 
réelles positives semi-continues supérieurement avec la topo- 
logie correspondant à celle des compacts de (T X R): des 
considérations très voisines de celles qui viennent d’être immé- 
diatement développées montrent que cette topologie est celle 
de la structure uniforme dont une base du filtre des entourages 
est constituée des ensembles de couples (x, y) de fonctions 
semi-continues supérieurement, associés à chaque recouvre- 
ment ouvert fini (O;) de T et à chaque nombre positif e de la 
manière suivante : 

Il existe en tout O; une valeur ¢; telle que |a(é;) — y(t;)| < € et 
pour teO,, x(t) et y(t) demeurent inférieurs à sup (x(t;), y(t;)) + €. 

La topologie induite par celle-c1 sur X et celle de la conver- 
gence uniforme conduisent à la même topologie à droite 
©, sur X, ce qui suffit, puisque c’est pour &, que F est continue. 

Les axiomes de la théorie sont satisfaits sur X : 


| X,:infzy est toujours défini. 

X,: Le cône C_(K,) de l’espace X(T X R) y est compact. 
Son intersection avec X qui est fermé est donc compacte : 
cette intersection est le cône négatif ÉK) de K, dans X. 


pans. - 
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X, : infay étant continue à droite dans +i(T X R) l’est dans 
son sous-espace X. 

X On a montré que pour tout yeX, il existe une fonction 
continue æ contenue dans un voisinage à droite donné de y. 
Et si z est la fonction continue définie par z(t) = x(t) +e, 
z>0, on a K(x) c K(z). Il en résulte que X, est satisfait: si 
4 ri: 
Yon se donne un voisinage de y petit d'ordre V, il suffit de 
prendre x dans un voisinage d’ordre W de y, et z dans un vol- 
sinage d’ordre W de x, avec W-W € V. 

Le prolongement de F à X se fait très simplement : 

Si y est semi-continue supérieurement, on pose 


F(y)=inf(F(x); rey, xx) 
F demeure évidemment continue à droite et si elle vérifiait 


A(S) + 0 pour tout S sur X, elle le vérifie aussi sur X. 

Si F était à variation bornée sur X, elle y était la différence 
de deux fonctions totalement croissantes P et N que l’on pro- 
longe comme ci-dessus, ce qui fournit le prolongement de F. 

La restriction x + 0 que nous avons introduite au début des 
développements précédents peut étre remplacée sans modifica- 
tion des raisonnements ni des résultats par x—2,, où x, est 
une fonction continue donnée. On peut s’affranchir de toute 
restriction de cette nature si, par contre, on se limite aux fonc- 
tions F bornées inférieurement ainsi que leurs variations. 
(Cf. Chap. 11, § 3, n° 2). 

3. Les résultats du numéro précédant peuvent être généra- 
lisés. 

Considérons, en effet, l’espace X = C(T, E) des applications 
continues d’un espace compact T dans un espace uniforme 
ordonné E dont la topologie satisfait à X,, X,, X, et qui est 
dépourvu d’éléments maximaux, donc localement compact. 
Nous supposons que C(T, E) est muni de la structure uniforme 
de la convergence uniforme dans T. L'ordre sur X étant tou- 
jours donné par 


x y <> xt) < y(t) pour tout teT 


X satisfait à X, et X,, mais pas en général à X,. Cependant, 
l’ensemble K(z) des points (f, u) de T x E défini par u < x(é) 
est un compact de l’espace localement compact TX E. 

Si Pon identifie X et l’ensemble des compacts K(x) muni de 
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la topologie et de l’ordre induits par ceux de H(T X E) (Pap- 
plication x > K(x) est un isomorphisme pour l’ordre et la topo- 
logie) on peut plonger X dans ’adhérence X de l’ensemble des 
K(x) dans A(TXE), X est alors un espace vérifiant X,,X, et X.. 


Les éléments de X sont des sous-ensembles de T xE du 
type f(t, u); u + ylt)f où y(t) est une fonction semi-continue 
supérieurement, si l'on désigne par là, une application de T 
dans E possédant la propriété suivante : Pour tout ¢,€T, il est 
possible de faire correspondre a tout voisinage à droite U,(y(t)) 
de y(t,) dans E, un voisinage V(t,) de t, dans T tel que si 
teX(t,) il existe z(t)e0,(y(t)) tel que y(t) 3 z(t). (En vertu 
de X, satisfait par E, on peut supposer que l'élément z(t) est le 
même pour tout #U(t)). 

Mais on ne peut pas en général prouver que, réciproquement, 
tout ensemble {(t, u); u + y(t)f où y(t) est semi-continue 
supérieurement appartient a X. 

On le peut, dans le cas où E est le cône positif R" d’un 
espace euclidien réel, comme le prouvent les résultats suivants : 


Proposition 1. — Si T est un espace uniformisable, il existe 
pour tout t,eT et tout voisinage Ut), une fonction continue 
f(t) à valeurs dans R" prenant la valeur « en t, et la valeur 8 


sur [ v(e,) et décrivant le segment «8 quand t décrit T, «et 8 
étant choisis arbitrairement dans R”. 

Il existe, en effet, une fonction numérique continue g(t) à 
valeurs dans [0,11 et vérifiant g{t,) = 0 et g(t) = 1 sur LU), il 
suffit de poser f(t) = à + (8 —a) g(t). 


Proposition 2. — Etant donnée une fonction semi-continue 
supérieurement y(t) définie sur un compact T et a valeurs 
dans R", il existe pour tout ¢,¢T et tout voisinage à droite 
de y(t,) dans R" une fonction a(t) continue dans T à valeurs 
dans R' et vérifiant a(t) ¢ y(t) pour tout tT et x(t,)e0,(y(t)). 

En effet, y(t) est bornée sur T (car y(t) l’est au voisinage de 
tout point et T est compact et R' réticulé.) Soit Y une borne de 
y(t). D’autre part, un voisinage à droite de y(t,) est de la forme 
C_(z,) n C,(y(t,)), et il existe un voisinage ‘U(t,) tel que 


teO(t,) => y(t) 3 y(t.) + z (% — y(t). 


ro tee Cn 


"ed. eee Le 
= — - = = 


FONCTIONS CROISSANTES 25 


or 


La fonction continue z(t) prenant la valeur 
1 
(to) = y(to) + > (%— y(bo)) 


en t, et la valeur Y sur [ W(e,) et décrivant le segment [2(t,), Y| 
répond a la question. 

A partir de là, le fait que tout ensemble }(t, u);u 3 y(t)} 
pour y(t) semi-continue supérieurement appartient à X, ainsi 
que les propriétés de X s’établissent comme dans le cas numé- 
rique. Nous pouvons énoncer : 


L'espace ordonné X des applications positives continues d’un 
compact T dans R", peut étre plongé dans l’espace X des appli- 
cations semi-continues supérieurement, positives, de T dans R’, 
muni de la structure uniforme dont une base du filtre des entou- 
rages est constituée des ensembles U( Q, e) associés respectivement 
à un recouvrement ouvert fini Q = (0;) de T et à un nombre 
positif <, de la manière suivante : (x, y)eU(Q ,e) est équivalent 
à: pour tout O,, il existe t<O, tel que |\ar(t;) —y(t,)|| << € et pour 
tout teO,, on a sup 2(t)y(t) + sup a(t)y(t) + eu ow wu désigne le 
vecteur de R" dont toutes les coordonnées valent 1/ V n. La topologie 
correspondante de X véri fie Xa, Xp et X, et induit sur X une topo- 
logie qui n’est pas celle de la convergence uniforme, mais admet 
même topologie à droite que cette dernière. 


Remarque. — II est possible de plonger X dans un espace X 
dont la topologie vérifie No RER et induise celle de la 
convergence uniforme sur X. Il suffit de prendre pour X l’adhé- 
rence dans X(T X R) des « graphes » des fonctions x(t). Cette 
adhérence est constituée des compacts (z, y) = f(t, u); 
z(t) <u <y(t)} ozest une fonction semi-continue inférieurement 
et y une fonction semi-continue supérieurement. L’ordre sera 
celui des fonctions y et la valeur de F pour (z, y) sera la valeur 
donnée ci-dessus à F(y). Mais, cet espace n’étant pas a pro- 
prement parler un espace fonctionnel (on peut considérer que 
ses éléments sont des couples de fonctions), l’extension étu- 


diée dans le présent paragraphe paraît à priori plus commode. 
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§ 2. — Intégration relative à une fonction a variation bornée. 


Nous allons définir dans ce paragraphe une intégration des 
fonctions numériques relativement à une fonction totalement 
croissante ou à variation bornée à valeurs dans un espace vec- 
toriel complètement réticulé sur le corps des réels, intégration 
qui généralise l'intégration de Riemann-Stieltjes dans R". 

Nous envisagerons successivement trois Cas, avec des 
hypothèses de plus en plus riches. 


4. Fonctions numériques intégrables sur un cône négatif d'un 
espace ordonné. 

Nous considérons un espace ordonné X satisfaisant au seul 
axiome X,. Cela suffit pour que l’on puisse définir sur X la 
famille Ÿ des ensembles S, et des fonctions totalement crois- 
santes parmi les fonctions sur X à valeurs dans un espace vec- 
toriel complètement réticulé sur le corps des réels, Y. 

Soit F une telle fonction et © une fonction numérique sur X. 
Considérons un cône négatif fixe C_(x,) de X et supposons 
que ¢(x) soit bornée sur C_(x,). Soit 4 l’ensemble des parti- 
tions finies x de C_(a,) en ensembles Sef. Pour une telle partition 
x= (S),i—1,.…,n, si m, et M; désignent respectivement le 
minimum et le maximum de ¢(z) sur S,, on peut calculer ce qu’il 
est naturel d'appeler encore ici les sommes de Cauchy-Riemann 


CITE 2 mA(S;) ‘et Zn) = D M,A(S,). F(z) étant totalement 


croissante, on a o(x) + (x). 

Pour deux partitions 7,, 7, telles que x, < x, (Cf. Ch. 11, § 2, 1) 
on a .o(m,) 3 o(r.) = U(r) = X(n,). 

D'où quelles que soient 7, et 7, : o(7,) = Z(r.) 

Y étant complètement réticulé, on en déduit l’existence de 


sup{o(t); ref! et inf} X(x); ref} 


avec l'inégalité sup {o/n); nef} + inf {X(x); net}. 

On peut à partir de la définir les fonctions intégrables relati- 
vement à F(x) comme celles pour lesquelles les deux quantités 
définies ci-dessus sont égales, leur valeur commune étant la 


valeur de l'intégrale qu’il est naturel de noter par fe «y ¥(@) dF. 
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Ceci s’étend au cas d’une fonction à variation bornée F. Au 
chapitre 11, § 2, nous avons défini les fonctions à variation 
bornée parmi les fonctions a valeurs dans un espace satisfaisant 
Bey. Y, et Y.. Mais si, comme nous le faisons pour le moment, 
nous n'exigeons nulle continuité de F, il suffit pour définir une 
fonction à variation bornée et obtenir la propriété fondamentale 
qu’elle soit la différence de deux fonctions totalement crois- 
santes, que Y soit un groupe complètement réticulé. 


En effet, de A(S) = P(S, x) — N(S, x) on déduit 
sup{P(S, x); 7e£}—sup}N(S, x); re£i + A(S) 


c’est-à-dire A(S) = P(S) — NS). 
De même, de 


VIS; x} =P(S AR) EN 
on déduit 


pe 


a 
| 
ke 

Æ 

5 

a 

= 

aes 


V(S) = 2N(S) + A(S) = P(S) + NS). 


Enfin la démonstration de l’additivité de P(S), N(S) ne fai- 
sait intervenir que leur définition comme bornes supérieures 
respectives de P(S, =), N(S, =), V(S, =) (Cf. Ch. 11, § 2, n° 2). 

On pourra done définir une fonction intégrable relativement 
à une fonction à variation bornée F, comme une fonction inté- 
erable relativement à ses deux variations P et N et poser 


Jo cen (2) aF = ft) dP — fo cen 4a) AN. 


L’ensemble des fonctions intégrables relativement a une 
fonction à variation bornée donnée, à valeurs dans Y, est un 
espace vectoriel sur le corps des réels et l’intégrale en réalise un 
homomorphisme dans Y. 

Nous nous sommes placés dans ce qui précéde sur un cône 
négatif : rien ne serait modifié si l’on se plagait sur un ensemble S 
ou sur un ensemble A de l’anneau À des réunions finies dis- 
jointes d’ensembles 5. 


_2. Fonctions numériques intégrables sur un cône négatif d'un 
espace ‘b. 
Désignons par À tout espace vérifiant X,, Xa Xs, Xe 
Nous supposons maintenant que F(x) et o(x) sont définies 
sur un espace %, et que F(z) est à valeurs dans un espace vec- 
toriel sur le corps des réels vérifiant Y, et Y). 
17 
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Nous allons montrer qu’alors toute fonction continue 9(2) est 
intégrable relativement a toute fonction à variation bornée 
sur tout cône négatif C_(2,). 

Nous supposons d’abord F totalement croissante. 

C_(a,) étant compact, (x) y est bornée. Pour la méme raison 
C_(a,) est uniformisable. Comme les ensembles S d’intérieur 
non vide forment une base des ouverts de & Ab, et que si 2, 
est maximal, le théorème du ch. 1, § 4, n° 7 permet d’aftirmer 
que les ensembles S de sommet x, forment pour la topologie 
induite par © sur C_(x,) une base des voisinages ouverts 
de x,, il existe des recouvrements ouverts de C_(a,) constitués 
d’ensembles S petits d’ordre U, quel que soit entourage U 
deCEE 

Les réunions finies disjointes d’ensembles S formant un 
anneau (Cf. Ch. 1, § 3, n° 1), il existe des partitions finies 
de C_(a,) en ensembles S petits d'ordre U (partitions fines 
d’ordre U). 

Si 9 est continue, il est possible, e > 0 étant donné, de trou- 
ver un entourage U tel que 0<M;—m;<e pour tous les 
ensembles S; d’une partition fine d’ordre U. Pour une telle 


partition, on aura donc 


0 * X(z) = o(z) “ eF(x,) 


à fortiori 
0 2inf{d(x); xef}—sup{o(z); ref} + F(a) 
étant arbitraire, ceci entraîne, en vertu de Y, légalité 
inf{X(n); nef} = sup{io(r); rez}. 


Extension immédiate au cas où F(z) est à variation bornée, 
et au cas où l’intégrale est calculée sur un ensemble AeQ. 

On pourra définir en outre l'intégrale de ¢(x) sur un compact K 
quelconque en posant 


f(a) dF =intS fie(x)dF; KoA, Aca. 


Si o(x)=1, {yak n’est autre que la mesure simplement 


additive mA définie Ch. 1, § 3. 
De même, si F(x) est totalement croissante, Jak est une 


étendue sur la famille À des compactes de %, car deux compacts 
disjoints de % peuvent étre contenus dans deux ensembles A 
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disjoints. Mais ce n’est pas une étendue réguliére (seules les 
deux premières conditions du ch. 1, § 4, n° 1 sont satisfaites 


par k dF ). 


Aucune hypothèse de continuité n’ayant été faite jusqu’à 
présent dans ce paragraphe, il est impossible d’aller au delà, 
D 2: "ar se 
c’est-à-dire d’associer à F une mesure 5-additive. 


3. F est continue à droite. 

Nous supposerons done maintenant que F est continue à 
droite et que Y vérifie Y,, Y, et Y.. 

Il en résulte d’abord que les quantités définies comme 
bornes supérieures ou inférieures peuvent l’être comme limites. 

On a sup {s(r); réf} —lim;s(r) où désigne le filtre 
dont une base est constituée des sections finissantes de l’en- 
semble ordonné des partitions de C_(«,) en ensembles 5. 

On peut, par suite, écrire 

A 


| o(a) dF =limg À #(£)A(S) 
G_(ao) an 


1 


où £, est un élément arbitraire de §,. 
On peut écrire aussi 


if o(x) dF = imac /, 9(2) dr 


où A(K) est le filtre ayant pour base les ensembles À conte- 
nant K. 

La continuité à droite de F entraîne d’autre part, qu’on peut 
associer à F une mesure de Radon v. 


Et il y a égalité entre l'intégrale i 9(a) dF que nous avons 


définie ci-dessus et l’intégrale Wc 9) du. obtenue comme limite 

des sommes de Lebesgue: lim.,, Zu; 2K, L<9(2)<h,.43 

où les nombres J, tels que 0 <k,,—l<e divisent le segment 
| [a, b] déterminé par les valeurs extrêmes de (x) sur K. 

Si K est un cône négatif, l’équivalence des deux définitions 
s'établit comme dans le cas classique des fonctions continues 
numériques de variable réelle. Elle s’étend au cas d’un compact 

| quelconque, grâce à la régularité de 1. 
_ Nous pouvons donc énoncer: 

Soit, sur un espace % une fonction F à variation bornée, continue 
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à droite, à valeurs dans un espace vectoriel sur le corps des réels 
vérifiant Y,, Yi et Y,, et p la mesure de Radon associée à F. Si 9(2) 
est une fonction numérique continue sur %, l'intégrale Ja G2) du. 
étendue à un ensemble de l’anneau À des réunions finies 


disjointes d’ensembles S peut être calculée par le processus de 
Riemann-Stieltjes adapté à un espace ordonné comme indiqué 


x 


ci-dessus. L’intégrale fx 9(2) dy. étendue à un compact K quel- 
conque peut être calculée comme limite d'intégrales let) du. 

La notation [ o(a) dE sera utilisée chaque fois que l’on voudra 
rappeler le mode de calcul exposé ci-dessus. 


Remarque. — Nous avons supposé ci-dessus ¢ définie et 
continue sur % tout entier. Les résultats contiennent cependant 
le cas où 9 n’est définie et continue que sur le compact K sur 
lequel on calcule l'intégrale. Car, on peut alors associer à 9 une 
fonction continue sur tout % et ayant la même intégrale que ¢ 
sur K. Soit, en effet, V un voisinage compact de K, il existe une 
fonction numérique, à valeurs dans [0,1], et continue, g, 


égale à o sur K et à 0 sur V— V; gadmet un prolongement g 


continu sur % valant 0 sur [ V. La fonction g répond a 
la question. 


§ 3. — Fontionnelles linéaires sur les espaces %. 


4. Il est possible, dans le cadre de la théorie développée 
dans ce chapitre, de donner une solution simple du probléme 
suivant qui contient comme cas particulier le probléme clas- 
sique des moments dans un espace euclidien 

Nous supposons donnée une famille ® de fonctions continues 
à valeurs réelles, 9, définies sur un cône négatif C_(x,) d’un 
espace %, et une fonctionnelle M(+) à valeurs dans Y, espace 
vectoriel topologique ordonné sur le corps des réels, satisfaisant 
à Y,, Y, et à l’axiome suivant : 

Y,,: Si E est un ensemble filtrant à gauche pour lequel 
0 = inf{x;æE}('), il existe pour tout voisinage à droite 
®,(0) un élément weE tel que C,(0) n C_(x) e ©, (0). 


(') Étendant aux ensembles filtrants le langage utilisé pour les suites, nous dirons 
qu’un tel ensemble converge vers 0. 
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Y,, entraîne Y,. La question se pose de savoir si un espace 
vectoriel topologique complètement réticulé peut vérifier Y, 
sans vérifier Y.. 

Nous cherchons alors à déterminer une fonction F définie sur 
%, à valeurs dans Y, totalement croissante et continue à 
droite telle que l’on ait M(o) = (. cy 7 dF pour toute oe. 


e/ 


Nous noterons au fur et à mesure les hypothèses que nous 
ferons sur ® et sur M. 


2. Nous construisons d’abord l’espace vectoriel ®, sur R’ 
engendré par ®, c’est-à-dire l’ensemble des éléments 


À gi; oe, a€eR', Eu PR} 
1 
et nous prolongeons M à ®, en posant 
(1) Mag) = 4a,M(¢;). 


Notre premiére condition sera la possibilité de ce prolonge- 
ment, c’est-à-dire: si Yes, la valeur de M, donnée à 
priori, par hypothèse, doit vérifier (1); en d’autres termes 


Lao, = 0, of) => LaM(¢,) —0. 


Tous les éléments de ®, sont des fonctions continues numé- 
riques sur C_(x,) et ®, peut être ordonné par 


0,3 D <> Pit) < FT) pour tout xeC_(x). 


La seconde condition que nous imposerons à M est la sul- 
vante: 


(2) M est positive, c’est-à-dire oO, 9 + O—> M(?) & 0. 


La nécessité des conditions énoncées ci-dessus est évidente. 


TN 
É 4 
3. Nous allons prolonger ®, en un espace vectoriel ® sur R 
comprenant toutes les fonctions caractéristiques Ve des cônes 


négatifs C_(x), æeC_(x;). ® est l’ensemble des éléments 
g > + Bb; o€®,, GER’, m= 4: 2, mn 


we je 
Nous ordonnons ® comme nous l’avons fait pour ,. 
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<— 

Il s’agit maintenant de prolonger M à ® en lui conservant 
ses caractères de positivité et de linéarité. 

Pour cela, nous supposons réalisée une bonne ordination 
de C_(x;). 

Si & y est le rang de æeC_(x,), nous désignerons par d, la 
fonction caractéristique de C_(2). 

Si x, est le premier élément dans cette ordination, nous posons 


M(,) =inf{M(9); gb, $& qui. 

Pour que cette définition ne soit pas illusoire, il faut qu’il 
existe des éléments 96%, supérieurs à ,. Nous ferons l’hypo- 
thèse: ®, contient une fonction à valeurs strictement posi- 
tives (une constante, par exemple). Cette hypothèse rend en 
même temps effective la condition (2). 

Puis nous définissons M par linéarité sur l’espace vectoriel ®, 
engendré par ®, et 4. M est alors positive sur ®,. 

Soit en effet, f= 9 + By, un élément positif de cet espace 
et M (f) = M(c) + BM(¥,) la valeur correspondante de M. 

Si 8 est positif, il est clair que M(f) l’est. 

Si B est négatif, on a Bb, ++ avec B’ = — 8, Lex À 


D'où Ÿ, 3 ae et, de par la définition de M(¥,) 


M(,) 2 gM) SasrandibeaMigueath 
a et a désignant des nombres ordinaux transfinis, si M est 
positive sur tout ®,, pour «< a, ('), elle l’est sur leur réunion 
),, qui est l’espace vectoriel engendré par ®, et l’ensemble 


des ), pour « < a. On définira alors M(¥Y,,) par 
M(a,) = inf {M(y); Pea, Y & pas 


et ,,,, étant l’espace engendré par ®,, et 4. on démontre 
comme pour ®, que M, prolongée par linéarité à D,,.,, y est 
positive. 


Ae 


M est donc linéaire et positive sur ®. 

Si l’on pose F(x) = M(¥,,), il est clair que la fonction F est 
totalement croissante, car A(S) = M(,) si 4, est la fonction 
caractéristique de l’ensemble S, et LED, v, & 0. 


(‘) Nous écrivons > pour l’inégalité des nombres ordinaux, avec la convention 
que a) >a implique a # ap, 


—— 
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4. Nous allons prouver la proposition : F est continue à droite. 
Soit x un élément de C_(a,) et « son rang dans la bonne ordi- 
nation utilisée au numéro précédent. 

M(4.) est la limite vers laquelle converge l’ensemble filtrant 
à gauche décrit par inf {M(v,); Ye®., Vie da, i = 4, 2,..., n} 
pour n= 1, 2,... Il résulte de Y,, que si (0) est un voisi- 
nage à droite ouvert de 0 dans Y (intersection d’un ouvert 
contenant 0 et de C.(0)), il existe un nombre fini de fonc- 


tions ); du type } = pi+ D Aya, % <a, o€P, telles que 


inf {M(f;]);i = 4, ...,2} —M(4)e®. (0). 


Utilisant alors le fait que si z,, ...,%, décrivent dans Y des 
filtrants à gauche convergeant respectivement vers y, ..., Yn 
inf z,...z, décrit un filtrant à gauche convergeant vers infy,... y, 
et que Ÿ, (0) est voisinage à droite ouvert de tous ses points, 
on peut, s’il existe des coefficients Ay > 0, déterminer pour 
les fonctions Va, correspondantes des fonctions sd, et des 
fonctions Yq) %x < &;, en nombre fini telles que 


inf Mo: + DEP + Ay (9; + Zu Da x) | ate M(v.)e0, (0) 


ou Ÿ (resp. ©’ désigne la somme étendue aux coefficients 


.Aÿ< 0 (resp. > 0). 


S'il existe des u;, > 0, on recommence l'opération pour les 
Lx correspondantes, et ainsi de suite. É 

On obtient ainsi des suites décroissantes de nombres 
ordinaux : 


Oj > Hy Em" 


Mais une telle suite ne peut étre que finie. Le processus décrit 
ci-dessus doit donc s’arréter au bout d’un nombre fini d’opé- 
rations. C’est dire que l’on aboutit au résultat suivant : 


Il existe un nombre fini de fonctions Un = Ym — S Ann Van 
où tous les coefficients An, sont positifs et telles que "=" 


inf, M(Yn) —M(pa) € ©. (0). 


On peut enfin trouver 4 > 0, tel que si Ym = (1+ nn 
on ait inf,>M(ym) — M(ÿ) € 0. (0). 


Considérons alors l’ensemble filtrant à gauche engendré par 
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les éléments M(y) avec y = (1 + (eB) où 2€, 


«<< a, À, réel positif, n réel positif, 


Cet ensemble est borné inférieurement par M(}.), il converge 
done vers un élément y, + M(4.). Mais, en vertu de Y, (les 
cônes positifs de Y sont fermés) et du résultat obtenu ci-dessus y 
ne peut être que M(g,). En vertu de Y,,, il existe donc un 
élément y, = inf,M(y,) de cet ensemble tel que 


(1) C_(y,— M{44)) n C.(0) € 0. (0). 


Or, les fonctions |, sont semi-continues supérieurement 
(compacité des cônes négatifs de %), les fonctions + sont 
continues et par suite les fonctions y, sont semi-continues 
inférieurement (positivité des coefficients À,!). Posons alors 
y == infy {ns % est aussi une fonction semi-continue inférieure- 
ment sur C_(y,). 

L’ensemble fu; ue’, y(u) > 1) est un ouvert de % conte- 
nant C_(x). Il contient donc un compact K dont l’intérieur 
contient C_(z). Il existe, par suite, (Ch. 1, § 4, n° 3. Prop. 2) 
un élément u6% tel que C_(x)eC (u)ceC_(u)cK. Pour 
tout peC.(x)n C_(u,) on aura 4,8 y, F(v)<y,, ce qui, en 
vertu de la relation (1) ci-dessus, établit la continuité à droite 
de F au point x. 


5. Tutorime. — Dans les conditions énoncées au début de ce 
paragraphe, si l’espace vectoriel ®, sur le corps des réels engendré 
par ® contient une fonction strictement positive, la condition 
nécessaire et suffisante pour qu’il existe une fonction F répondant 
à la question est que le prolongement par linéarité de M à ®, soit 
possible et donne une fonctionnelle positive. 

La nécessité est évidente. Avant de démontrer que la condi- 
tion est suflisante, établissons le 


Lemme: La base de filtre sur Y engendrée par les ensembles 
C_(u)nC,(_u), où wu décrit un ensemble filtrant à gauche 
convergeant vers 0, converge elle-même vers 0. 

Soit. veC_{u) n G,(—u),. on) a0 3 t/3.u/ et: 0 407i san 

Soit W un voisinage de 0, et Ü un voisinage symétrique de 0) 
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tel que © + © SA. Il est possible de trouver u tel que 
OF 79 a One (0) mms ram Om (6) 


On aura alors v* el et vel. d’où vel. 

Passons a la démonstration du théoreme : 

Etant donnée une fonction ge), considérons une partition 
finie de C_(x,) en ensembles 5, tels que + ait une oscillation 
inférieure à € > 0 donné sur chaque 5§,. 

Formons la somme 


C’est la valeur de M pour la fonction 


> 9(&i) bs, = 
I 
qui appartient à (. 
On a | 
FES ed Ly < g ET v < EU 


—<F(x,) = M(¢)—M(¥) 3 <F(a)- 


En vertu du lemme précédent, ceci entraîne que M(¢) soit la 
limite de Yz(£)A(S;) suivant le filtre # (Cf.,§ 2, n°3) c. q. fd: 


al 
i 


Dot 


6. Nous ne nous sommes pas préoccupés dans ce qui précéde 
de lunicité à une constante additive près, de la fonction F. 
Celle-ci sera assurée si D est « assez vaste », c’est-à-dire si ®, est 
partout dense sur l’espace © des fonctions numériques conti- 
nues sur C_(x,), muni de la topologie de la convergence uni- 
forme. 

Dans ces conditions, M peut être prolongée à €, et pour 


toute fonction se, on a M(e) = 48 aye dE. 

Si G= F, —F, n’est pas constante, il existe un ensemble 
S = S(x; u) pour lequel A(S, G) # 0. 

G est à variation bornée, soit V sa variation totale (en tant 
que fonction définie sur l’anneau 9). 

Si y décrit U(x) (C_(y)> C_(a)), si 9 décrit U(u) et si 
S, = S(x; 9) et S, = S(y; u), V(S,—S,) décrit un ensemble 
filtrant à gauche V dans Y. V est borné inférieurement par U, 
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Mais F, et F, étant continues à droite, il en est de méme de G 
et de V. Il est par conséquent possible de choisir y et ¢ de façon 
que V(S, —S,) appartienne à un voisinage donné de 0. Par 
suite, c’est vers 0 que converge V, et Ÿ, (0) étant donné, il est 
possible de choisir y et de telle sorte que 


C_(V(S,—S,)) n C.(0) € ©.(0). 


Mais on a d’autre part, ES à PORTES PANNE 2 à Pr S, sont deux 
compacts disjoints. Il existe une fonction g€C avec 0 < ¢(x) < 1 
sur tout C_(x,), o(x) = 1 sur S, et g(x) = 0 hors de S.. 


On doit avoir pour cette fonction, comme pour toute fonc- 


tion gC 
ps edG = 0) 


Or; fe Ae dG est la somme de la valeur de la mesure définie 


par G pour S, (mesure dont la différence avec A(S, G) a une 
valeur absolue inférieure à V(S,—S,) et d’un terme dont 
la valeur absolue est également inférieure à v(S, —5,). Il 
résulte donc du lemme établi au numéro précédent que légalité 


3 FAT o dG = 0 est incompatible avec A(S, G) #0. 


1. Nous avons traité les problèmes précédents sur un cône 
négatif fixe C_(x,) d’un espace % [fonctions geP continues 


sur C_(x,), intégrale fe dF calculée sur C_(x,)], mais la solution 


aurait été la même sur une réunion finie de cônes négatifs, 
ou plus généralement sur un compact fixe quelconque de %. 
(Cf. la remarque à la fin du n° 3 du § 2). 

Elle s’étend aussi sans difficulté au cas où ® est la famille Cx 
des fonctions numériques continues g sur %, nulles hors d’un 
compact K(¢) variable avec g (ou au cas où ® est partout 
dense sur la famille précédente munie de la topologie de la 
convergence uniforme sur %). 

La fonctionnelle M(¢) permet, en effet, de définir la fonction 
F sur toute réunion finie I’ de cônes négatifs, et si F a été 
définie de la sorte sur Let F, sur [’,, le théorème d’unicité 
permet de conclure F(x) = F,(x) pour tout el" n [’,. 

Tout point xe% appartenant à au moins unensemble I’, F sera 


r . 


définie de manière unique sur # tout entier et permettra d'écrire 


fee dr = ft dF = Mig) 


EE tt EE 
ES 
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Enfin, le cas de fonctionnelles linéaires non positives à valeurs 
dans Ÿ se ramène au cas précédent, comme dans le cas des 
fonctionnelles réelles. 


Si l’on désigne par fonctionnelle linéaire relativement 
bornée M une application linéaire de €x dans Y telle que 


12] 3 Go—>|M()| 3 M(q,) 


la démonstration du théorème : « Pour que M soit relativement 
bornée il faut et il suffit qu’elle soit la différence de deux 
fonctionnelles linéaires positives » faite dans le cas Y = R' 
(Cf. Bourbaki 4) se transpose immédiatement au cas des 
espaces Ÿ envisagés icl. 

Nous pouvons donc conclure par ce théorème : 

Toute fonctionnelle linéaire M, à valeurs dans un espace Y, 
relativement bornée sur l’espace des fonctions numériques conti- 
nues 9 sur un espace %, nulles hors d’un compact (variable 


avec +) peut s’exprimer d'une manière unique par M(¢) = f? dF 


où F est une fonction à variation bornée, continue à droite sur % 
a valeurs dans Y. 


BIBLIOGRAPHIE 


G. Brrxnorr (1) Lattice theory. Am. Math. Soc. Col. Pub. XXV. 
N. Boursaxt (1) Topologie générale. Ch. 1 et 11, Act. Sc. et Ind., 858 
1142. 
(2) Topologie générale. Ch. rx, Act. Sc. et Ind., 1045. 
(3) Topologie générale. Ch. x, Act. Sc. et Ind., 1084. 
(4) Intégration. Ch. 11, Act. Sc. et Ind., 117520 
G. Cnoquer (1) Convergences. Ann. Univ. Grenoble (Nouvelle série), XXIII 
(2) Capacités. C. R., t. 234, n° 1 (p. 35-37) ; n° 4 (p. 383- 
385) ; n° 5 (p. 498-450); n° 8 (p. 784-786). 
J. Dieuponné et Scuwartz (1) La dualité dans les espaces F et LH, 
Ann. Inst. Fourier, Grenoble, I. 
P. Hatmos (1) Measure theory, New-York, 1950. 
E. Hitre (1) Functional Analysis and semi-groups, Am. Math. Soc. Col. 
Pub., XXXI. a 
Kozmocororr (1) Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Erg. d. 
Math. 2. vie 
O. Nrxopym (1) Sur la mesure vectorielle parfaitement additive dans 
un corps abstrait de Boole, Mém. Acad. Bruxelles, 
2e série, 17. 


268 ANDRE REVUZ 


M. Prcone et T. Vroca (1) Lezioni sulla teoria moderna dell’ integrazione, 2 
Ed. Sci. Einaudi, 1952. a 

A. Revuz (1) Sur une représentation canonique de certaines fonction- — 
nelles croissantes. C. R.,t. 231, p. 22-24. ji 

(2) Représentation canonique par des mesures de Radon des © 

fonctions numériques totalement croissantes sur les — 

espaces topologiques ordonnées, C. R., t. 231, p. 1731-1735. _ 

Scuur (1) Bemerkungen zur Theorie der beschrankten Bilinearformen mit — 


unendlich vielen Veränderlichen. Jour. f. Math., 140. 


- 
Pe 

te 

- 


: ds Viale nt ie mt Vent See ie on TGS 


TABLE DES MATIÈRES 


_ Cuaprrre I. — LES FONCTIONS TOTALEMENT CROISSANTES ese a te 


D Défaruone Notetibnd EM, oe Pa bee ruse 194 
D LE OIMIIONS HÉCHSRRIPES, eas) Ove es 2a sR Ee 194 
_ § 3. Les propriétés algébriques des ensembles S et des nombres A(S) 197 
§ 4. Extension de mA en une mesure ç-additive............... 202 
Dale t LOMPOC suns oe nhs a6 fain bp pa a's we Os eee 212 
LL Il: EXTENSIONS DE LA THÉORIE.................. 223 
_ § 1. F prend ses valeurs dans un groupe DR ordonné... 223 
$ 2. Fonctions à variation bornée....................... 2 Fe 
Dh 3. Affaiblissement de l’axiome X,.......................... 235: . 


PITRE Ill: APPLICATIONS.... ….... no PE Dr NE 


an Exemples d’espaces X............ Si eee 
2. Intégration relative à une FAT variation bord res eye 
Robationelive: linéaires Are pie æ; ones Res a 21260 © 


N on qe trs 4” : 1054 A 5 j = 


= 


F4, ceva ir L à mee nt fam ul poil PES 
—_ ; : . se 2 "à à” 
€ ; .sgames toomtod ~ age 


QIAOSTE LA NE MONA ES Ds 


£ t 
y { ‘ . . 7 " L 
bed ATEN heya 4 : |: AN 


EXISTENCE ET APPROXIMATION DES SOLUTIONS 
DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 
ET DES EQUATIONS DE CONVOLUTION 


par Bernard MALGRANGE 


INTRODUCTION 


Ce travail a pour objet l’étude des deux questions suivantes : 

Etant donné un opérateur différentiel, ou un opérateur de 
convolution : 

D’une part, existe-t-il une solution de toute équation avec 
second membre? En particulier, cet opérateur posséde-t-il une 
solution élémentaire, au sens où l’entend M. Schwartz dans 
son livre « Théorie des Distributions »? 

D’autre part, les solutions de l’équation homogène corres- 
pondant à cet opérateur sont-elles toutes engendrées par cer- 
taines solutions remarquables? Plus précisément : les solutions 
d’une équation aux dérivées partielles homogène, à coefficients 
constants, et d’une équation de convolution homogène sont- 
elles limites de combinaisons linéaires des exponentielles-poly- 
nômes solutions (dans le cas d’une variable, la réponse, due à 
MM. Delsarte et Schwartz, est positive)? Les solutions d’une 
équation aux dérivées partielles homogène, dans un ouvert, 
sont-elles limites de solutions dans tout l’espace? Pour les 
fonctions harmoniques, la réponse à toutes ces questions est 
classique. 

Le chapitre r est consacré à l'étude des équations aux 
dérivées partielles à coeflicients constants. On établit d’abord 
qu’une telle équation possède toujours une solution élémen- 


taire E, possédant la propriété suivante : si f est une fonction de 


carré sommable à support compact, E +f est localement de 
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carré sommable. Cela permet de montrer que, dans tout ouvert 
convexe, une équation dont le second membre est indéfiniment 
différentiable (resp. localement de carré sommable) admet une 
solution indéfiniment différentiable (resp. localement de carré 
sommable). 

On montre aussi que, dans tout ouvert convexe, les solutions 
d’une équation homogène sont limites de combinaisons linéaires 
des exponentielles-polynômes solutions. 

L'essentiel du second chapitre est consacré à la généralisa- 
tion de ce résultat. Elle s’obtient en utilisant un théorème de 
Lindelôf : le quotient de deux fonctions entières de type expo- 
nentiel d’une variable complexe, s’il est une fonction entière, 
est aussi de type exponentiel (résultat que l’on étend aisément 
aux fonctions de plusieurs variables); et en étendant aux 
fonctions de plusieurs variables un résultat, qui est à la base 
de la théorie des fonctions moyenne-périodiques de M. Schwartz. 

On trouve que toute solution d’une équation de convolution 
homogène est limite de combinaisons linéaires des exponen- 
tielles-polynômes solutions. 

Il est connu que, pour les équations de convolution quel- 
conques avec second membre, il n’est pas possible d’obtenir 
des résultats aussi simples que pour les équations aux dérivées 
partielles à coeflicients constants (par exemple, si le noyau de 
convolution est n'importe quelle fonction indéfiniment diffé- 
rentiable, il est nécessaire, pour qu’il y ait une solution, que 
le second membre soit indéfiniment différentiable; cela n’est 
d’ailleurs pas suffisant). On peut néanmoins obtenir quelques 
résultats, dont le suivant: s’il existe une solution élémentaire 
(resp. une solution élémentaire somme finie de dérivées de 
fonctions continues), on peut trouver une solution de toute 
équation avec second membre indéfiniment différentiable 
(resp. somme finie de dérivées de fonctions continues). | 

Pour les équations de convolution homogènes sur les fonc- 
tions analytiques complexes, on démontre un théorème 
d’approximation analogue au précédent (résultat obtenu, pour 
les fonctions d’une variable, par Ritt et Valiron); et les équa- 
tions avec un second membre analytique complexe ont tou- 
jours une solution analytique complexe (pour les fonctions 
d’une variable, résultat dû à M. Muggli; en fait conséquence 
immédiate du théorème de Lindeléf cité plus haut). — SR 


trs: 
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Le chapitre 11 est consacré aux équations aux dérivées par- 
telles. Quelques préliminaires servent à définir les équations 
aux dérivées partielles à valeur dans des espaces fibrés à fibre 
vectorielle (dont l'introduction est rendue nécessaire par les 
applications), et à en indiquer quelques propriétés générales. 

L'essentiel des résultats de ce chapitre est relatif à certaines 
équations elliptiques à coeflicients analytiques, dont M. Pe- 
trowsky a démontré que les solutions étaient analytiques dans 
tout ouvert où le second membre l’est; on étudie ces équations 
dans le cas où la variété sur laquelle elles sont définies n’est 
pas compacte. En utilisant une variante d’un procédé dû a 
M. Garding on montre : 

1° que toute équation avec second membre admet une solu- 
tion. 

20 que toute solution de l’équation homogène dans un ouvert 
est limite de solutions sur toute la variété si et seulement si le 
complémentaire de cet ouvert n’a pas de composantes connexes 
compactes. 

Enfin, en utilisant les produits tensoriels topologiques de 
M. Grothendieck, on obtient pour ces équations, un « noyau 
élémentaire bilatère très régulier » au sens de M. Schwartz. 

Ces résultats s’appliquent en particulier : 


ùd ,- : 
A l’opérateur (= a) sur une surface de Riemann 
Z 


connexe, non compacte; on retrouve ainsi la généralisation du 
théorème de Runge due à MM. Behnke et Stein, et le fait 
qu’une telle surface est une variété de Stein. 

A l’opérateur de Laplace A sur un espace de Riemann à ds* 
analytique; cela montre, en particulier, que l’on peut calculer 
les groupes de cohomologie a coefficients réels d’un tel espace 
avec les formes différentielles à coefficients analytiques. 

Les résultats essentiels de ce travail ont été résumés dans 
quatre notes aux Comptes Rendus de l’Académie des Sciences 
[19], [20], [21 (221. | ce 

La plupart des résultats du chapitre 1 et les théorèmes 1, 
4, 5 du chapitre 11 ont été trouvés indépendamment par 


M. L. Ehrenpreis ([36], [38]). (’) 


| (!) Récemment, M. L. Ehrenpreis a annoncé de nouveaux résultats sur les 


équations avec second membre [39], [40]. 
| 18 
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D'autre part, M. L. Hôrmander a obtenu de nouveaux résul- | 
tats sur des sujets voisins, en particulier sur les équations ellip- — 


tiques à coefficients constants [41]. | 
Qu’il me soit permis, en terminant, de remercier tous les _ 


professeurs qui ont contribué a ma formation, en particulier À 


MM. H. Cartan, J. Dieudonné et L. Schwartz. Mes remercie- 
ments vont tout particulièrement à M. Schwartz pour l’aide 
Se 


constante qu’il m’a apportée tout au long de ce travail. i 
Je suis heureux de remercier aussi M. J. Leray de l'intérêt | 


qu'il a pris à ce travail et des suggestions qu’il m’a faites. 
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PRELIMINAIRES 


1. — Espaces de distributions. 


Nous utiliserons principalement les espaces définis par 
L. Schwartz dans son ouvrage « Théorie des distributions » [26]; 
rappelons leurs définitions. 

Soit Q un ouvert € R", et m un entier > 0: 

6o (resp. 64) désigne l’espace des fonctions indéfiniment 
dérivables dans Q (resp. m fois continuement dérivables dans 0), 
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout 
compact des fonctions et de toutes leurs dérivées (resp. et de 
leurs dérivées d’ordre < m). 

Soit K un compact ¢Q; on désigne par Dx (resp. DR) le sous- 
espace (fermé) de &g (resp. 64) formé des fonctions dont le sup- 
port est dans K, muni de la topologie induite par &Qg (resp. 66). 

Da (resp. 2%) désigne la limite inductive des x, KeQ 
(resp. DZ, Kc Q), muni de la topologie localement convexe 
de limite inductive [8]; c’est l’espace des fonctions indéfiniment 
(resp. m fois) continuement dérivables à support compact 
contenu dans (). 

6, 68, Da, DF désignent respectivement le dual de &g, 66, 
Do, D3; ils sont munis de leur topologie forte de dual 
(c’est-à-dire de la topologie de la convergence uniforme sur les 
parties bornées, respectivement, de &, 6%, Do, D6). Ces 
espaces s'appellent respectivement: espace des distributions 
à support compact dans Q, des distributions d’ordre < m à 
support compact dans {2, des distributions dans Q, des distri- 


butions dans 2 d’ordre <™m. 


On pose, en outre DA = U Die (espace des distributions 
dans © d’ordre fini). m=1 
Nous aurons également à utiliser quelques autres espaces, 


dont voici la définition: 
gm désigne l’espace des distributions qui sont des fonctions 
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localement de carré sommable ainsi que leurs dérivées (au 
sens des distributions) jusqu’à l’ordre m; il est muni de la 
topologie de la convergence dans L? sur tout compact € {), des 
fonctions et de leurs dérivées d’ordre < m. 

Soit K un compact €); on désigne par Ke le sous-espace 
(fermé) de 44 formé des fonctions dont le support est dans K, 
muni de la topologie induite par 45. 

KY désigne la limite inductive des jx, muni de sa topologie 
de limite inductive [8] (c’est-à-dire, évidemment, l’espace des 
fonctions à support compact dans ®, qui sont de carré som- 
mable ainsi que leurs dérivées d’ordre < m). 

Pour m = 0, il est facile de voir que 40, et Jig sont chacun 
dual fort de l’autre : cela justifie les notations suivantes : 

{5" (que nous noterons quelquefois Jig) désigne le dual de 
KB, muni de sa topologie de dual fort; c’est, comme on le 
vérifie facilement, l’espace des distributions dans Q qui sont 
sommes finies de dérivées d’ordre < m de fonctions localement 
de carré sommable dans {). 

Kg" (que nous noterons quelquefois {g) désigne le dual 
de #3, muni de sa topologie de dual fort; c’est l’espace des 
distributions à support compact dans (, qui sont en outre 
dans 16”. 

Soit K un compact ¢ Q; en appliquant la proposition 2 de [8], 
on vérifie aisément que la topologie induite respectivement par 
Do, DB, RG (ms 0) sur De, DK, AK est identique à la topologie 
de ces espaces; nous noterons également 6x, 6, dix™ (m>0) 
le sous-espace respectivement de 69, 6&3, do” formé des 
distributions à support dans K, muni de la topologie induite ; il 
est facile de vérifier que ces définitions ne dépendent pas de 
l’ouvert Q > K choisi. 

Le produit scalaire entre un espace et son dual (qu'il s’agisse 
des espaces définis ci-dessus, ou d’autres espaces vectoriels 
topologiques) sera toujours noté (, ); lorsque nous parlerons 
du dual d’un espace vectoriel topologique E, sans préciser de 
topologie, il est entendu qu’il s’agira toujours du dual fort | 
(c’est-à-dire, muni de la topologie de la convergence uniforme 
sur les parties bornées de E). 

Lorsque (= R', nous écrirons, lorsqu’aucune confusion 
n’est à craindre 8, 9, A” etc... au lieu de Sgn, Dar, Min ete... 

Enfin, le support d’une distribution yp. sera toujours noté: wv. 


a. 
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Transformation de Fourier. 


Comme dans [26], J désigne l’espace des fonctions indéfini- 
ment dérivables a décroissance rapide, (c’est-a-dire: dont le 
produit par tout polynôme est borné sur R"); J’ désigne le 
dual de S, et s’appelle « espace des distributions tempérées » 
(ou à croissance lente); la transformation de Fourier sur J et 
sur J” est définie dans [26]; elle établit un isomorphisme (topo- 
logique) de J sur J et de J’ sur J’ (sauf mention expresse du 
contraire, les mots « homomorphisme » et « isomorphisme » 
appliqués à des espaces vectoriels topologiques signifieront 
toujours « homomorphisme topologique » et « isomorphisme 
topologique »). 


THÉORÈME DE PALEY-WIENER GÉNÉRALISÉ [26]. — La trans- 
formation de Fourier échange l’espace &i (resp. Dan) et l’espace 
des fonctions continues à croissance lente (resp. à décroissance 
rapide) qui sont prolongeables analytiquement dans tout C" en des 
fonctions analytiques entières de type exponentiel. 


Notations. — La transformation de Fourier est notée 3, 
et la transformation inverse 9. 

Les espaces considérés dans le théorème de Paley-Wiener 
sont notés ainsi: 


af, = FE an, ag = FD ee. 
Nous renvoyons à [26] pour l’étude de la transformation de 
Fourier. 
Convolution. 


L'opération + désignée dans [26] par « produit de composi- 
tion » sera appelée ici « convolution ». La transformation de 
Fourier échange la multiplication ordinaire et la convolution. 


Tuéorème pes supports (Lions, [17]). — Soient x et v deux 
distributions à support compact; on a: 


(enveloppe convexe de &) + (enveloppe convexe de y) 
= enveloppe convexe de 4x. 


Si uw est une distribution de support l’origine, il existe un 
_ polynôme différentiel (1. e. un opérateur différentiel à coeffi- 
cients constants), D, tel que » = Dé (à désignant la masse + 1 
située à l’origine). 

: 
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Dans ce dernier cas, le théoréme des supports affirme : 
(enveloppe convexe de Dp.) = (enveloppe convexe de 2). 
On désigne par à la symétrique de la distribution vu. parrapport W 
à l’origine; pour pet”, vee’, fe6, on a: 
Chef, vy =(f, wav = D. # ÿ x f (0). 


Si D est un polynôme différentiel, D désigne l'opérateur diffé- | 
rentiel transposé de D; la formule précédente montre que } 
Von a: | 


(Di) = Dé. 

Pour les autres propriétés de la convolution (continuité, etc...) | 
nous renvoyons à [26]. 

Un mot enfin d’une question qui n’est pas traitée dans cet 
ouvrage (voir à ce sujet [29], exposé n° DE 

Soit w une distribution à support compact; pour tout 
ouvert Qc R’, et tout feDm, la restriction de w.+f à l'ouvert 
Q = jx;(x—uw)ceQ} ne dépend, d’après les propriétés du | 
support du produit de convolution que de la restriction de f | 
à Q; par suite, pour tout geDo, on pourra définir u* geDoy; (en | 
particulier, pour un opérateur différentiel D, on aura Dé geDo 
et Dé«g sera égal a Dg). 

A l’aide de cette définition, l'opération de régularisation [26] 
peut être étendue aux distributions «Do: soit a une suite de 
fonctions Dm, dont les supports tendent vers 0, et qui tendent 
vers à dans &n; les «;* g seront définis dans des ouverts Q;, non 
vides dés que i sera assez grand, et y seront indéfiniment 
différentiables ; pour tout ouvert © relativement compact dans Q 
on finira par avoir Oc Qi, et les restrictions des a;»g à 0 
tendront vers la restriction de g à ©. 


2. — Matrices-distributions. 


(P, 9) y; : fi 
69 désigne l’espace des matrices a p lignes et q colonnes 
(ou « du type (p, q) ») dont les coefficients sont des 
‘ sink (p, 9) (ps 9) 
fonctions €6o. On définit de même &g, Do, etc; et l’on 
: : mati oie maires 
identifie 6 à 6,8 à 6, etc... Ces espaces sont munis des 
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topologies produits naturelles. La multiplication (quand elle 
est possible) se fait de la maniére habituelle. 
. è CP; q) ( Pp) 

Dérinition. — Soit g = (g,)€ D; on note ‘g la matrice € D 
dont les coefficients sont gj, et g la matrice An dont les coeffi- 
cients sont g;. 

Sur les matrices A coefficients distributions la convolution 
s’effectue de la manière suivante : soient (f) L<i<p, 1<j <q 
et (Um) 1<k<q,1<l<r deux matrices telles que les 
fi * dj alent tous un sens; on définit (f,) x (x) comme étant la 


matrice de type (p, r) dont les coefficients g; sont donnés par 
q 
su = D fij* Ur 
Naturellement, la convolution n’est pas commutative en 
général. 
= P, 4) : (P; 9) £ : À 
L'espace & est le dual de & , le produit scalaire étant 
donné par la formule suivante : 


(Ps 9) (P, 2) 
pour f€Sg, ve Sg on pose: 


(Us f> Tae 2 fi). 


t Cp, 4) (ps 9) 
De même, Xo est le dual de Do, ete... 
Si Q = R", cette formule s’écrit aussi : 


(u, fy = Te[(&«f) (0)] (= Tr 8) OJ =T 


| 
ee! 


(Ps 9) (Py) (r, 9) 


Pour fEbrr, UEbRrr, VEbRr, ON a 
Cf wav) = Ge,» = (fod, w (= Trl ef) O)). 


Ces formules peuvent étre étendues au cas d’un ouvert 0 Re 
(par le méme procédé qui a été employé pour définir + f, 
fein, webhr). | f 

Enfin, la transformation de Fourier se fait de Ja manière 
naturelle sur espaces de matrices à coefficients distributions 
tempérées; elle échange la multiplication ordinaire (des 
matrices) et la convolution. 
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3. — Espaces vectoriels topologiques. 


Suivant la terminologie de [8], nous appelons espace (#) un 
espace vectoriel topologique localement convexe, métrisable, 
complet. Nous renvoyons à [8] et à la bibliographie qu’il 
contient pour l'étude des espaces (7), et pour la définition et 
étude des espaces ({7). Rappelons seulement les résultats 
suivants : 


Tuéorème 1 (Banach). — Soient E un espace (3), E’ son dual, 
et V un sous-espace de E/; pour que V soit faiblement fermé, il 
faut et il suffit que son intersection avec toute partie faiblement 
compacte de E’ soit faiblement compacte. 

Ce théorème servira, entre autres, à établir que certaines 
applications linéaires continues sont sur, grâce au : 


Tutorime 2. — Soient E et F deux espaces (3), E’ et F” leurs 
duals, u une application linéaire continue de E dans F, ‘u la 
transposée de u; pour que u soit un homomorphisme (faible ou 
fort), il faut et il suffit que ‘u(F’) soit un sous-espace faiblement 
fermé de EF. 

En particulier, pour que u soit sur, il faut et il suffit que ‘u soit 
biunivoque et que ‘u(F’) soit faiblement fermé. 

Les espaces 60, 63, DG, 44 (Q étant un ouvert € R") et De 
(K un compact de R") sont des espaces (9); DR est un espace de 
Banach, Jig est un espace de Hilbert. 

Les espaces 9, Do, KG sont réflexifs. 

Outre ce qui précède, et les résultats de [8], nous aurons 
encore à utiliser le résultat suivant, dû, dans le cas des 
espaces (7), à Banach (pour les démonstrations, voir [2], [11] 
et l’introduction de [12]) : 


THEOREME DU GRAPHE FERMÉ. — Si E et F sont deux espaces 
du type suivant: « espaces (#) ou duals forts despaces (3) 
réflexifs » 

a) Toute application linéaire E — F dont le graphe est fermé 
est continue. 

b) Toute application linéaire continue de E sur F est un 
homomorphisme. | 


Exemples d'espaces du type précédent : Tout sous-espace fermé 


eee = Se ce — ae — | 


| 
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de Sg, et tout quotient de Sg par un sous-espace fermé, car ce 
sont des espaces (#); tout sous espace fermé V de &Q (la théorie 
des espaces de Schwartz [11] montre en effet que V est le dual 
fort de 69/V+, V+ désignant l’orthogonal de V). 


4. — Un théorème sur les équations de convolution. 


Nous allons terminer ces préliminaires par un résultat qui 
jouera un rôle essentiel dans les deux premiers chapitres. 

Rappelons d’abord quelques notions sur les séries formelles, 
qui interviendront dans la démonstration. Soit #(*) ’anneau des 
séries formelles de n variables À,, ..., A, surle corps C, muni de la 
topologie de la convergence simple des coefficients; le dual 6, 
de % s’identifie à l’espace des distributions de support l’origine, 
au moyen du produit scalaire suivant : 


Pour fj ap. Guns 
et Dèe£, (D est un polynôme différentiel) 
on a EDS Das De, x. Ae 


(cette formule a bien un sens, puisque tous les termes du second 
membre sont nuls sauf un nombre fini. Notons par ailleurs que 
cette formule s’écrit aussi: (Dé, f) = coefficient constant 
de Df). 

Le produit f.(D2)e6, est défini par: 


f.(Dé) = Xa, AK ... A(D8) 


(là aussi, tous les termes sont nuls sauf un nombre fini); 
pour ge, on aura (D2, fg) = (f.(Dô), g). 
Lorsque f est une série convergente a l’origine, il est immé- 
diat que ces définitions coïncident avec Îles définitions ordi- 
naires (i.e. lorsque f est considéré comme €o, O étant un 


ouvert contenant l’origine). 


(Pp, 9) . ‘ 4 i 
% désigne l’espace des matrices de type (p,q) a ANR 
Cp; 9) pr 


P 
ef, muni de la topologie produit; entre fe F et ged, le 


CP, r) : Fe SE 
_ produit fge 4 est défini de la mamiere évidente. 


(2) Il ne peut y avoir aucune confusion entre cette notation, qui Sera utilisée 
exclusivement dans ce numéro, et celles du numéro précédent. 
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(PM ., s Lite (Pp, 9) 
Le dual de % s’identifie à l’espace & , au moyen de la 
formule suivante : 
= (nye? 
> 7 = (Vie & 
Gf, DD = Btn Pe pate 
ed | Dè = (Di5)e & « 


(Pp, 9) pe ale ae pe 
Pour fe J, et Dee & , on définit f.(De) par 


if. (De) ix Fr. à lys (Daè). 


eee, (Pp, r) (9) 
Pour Dée & , fe 3, ge F, on a: 


(1) (D8, fg) = ((#).(Dè), g» = <8-(De), P- 


Ici encore, pour les séries convergentes, ces définitions 
coincident avec les définitions ordinaires. 

Avant d’énoncer le théorème que nous avons en vue, donnons 
une définition qui sera utilisée constamment : 


Dérinirion. — Une exponentielle-polynôme matricielle de 
type (p, q) est une matrice 


Die NE Come me co 


où les Py sont des polynémes et les (; des nombres complezes. 
Si p=q=1, on dira simplement : « exponentielle-polynôme ». 


(r, 9) (P» 9 


THÉORÈME 3. — Soient UE6R et ve Sgr; pour qu’il existe une 
matrice F de type (p, r) à coefficients fonctions analytiques 
entières de n variables complexes vérifiant : Iv = F .%u (*), il faut 
et il suffit que la condition suivante soit vérifiée : 

Toute exponentielle-polynôme matricielle Q de type (q, 1) 
qui vérifie u.*Q = 0 vérifie aussi v*Q = 0. 

La nécessité est évidente, par transformation de. Fourier. 
Pour montrer que la condition est suffisante, il suffit de le prou- 
ver lorsque p = 1 (car alors, on pourra déterminer F ligne par 
ligne). Nous nous placerons donc dans ce cas. 


(3) On désigne ici par Fy (ou Fv), la fonction analytique entière qui prolonge la 
transformée de Fourier de y (ou v); cette notation sera constamment utilisée par la 
suite; nous ne ferons pas la distinction entre une transformée de Fourier et son 
éventuel prolongement analytique. 
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On pose 


eu); Fay My ce nds Mi (Mc M) 
YŸ — (v;); SV; —= Nj; N = (NG …. N,). 


Appelons « polynôme de type (q, 1) » une matrice de type (q, 1) 
a coefficients polynômes. 


Lemme 1. — Si tout polynôme P de type (q, 1) vérifiant 
uxP=0 vérifie aussi v*P =0, 1l existe 5,, ..., S,, holomor- 
phes à l’origine qui vérifient, pour tout 1 : N,=SM;+..-+S.M, 

Il résulte d’un théorème classique (voir, par exemple [4]) 


qu'il suffit de trouver des séries formelles Si... D Qui Verifient 
N; — SM: == GT; + SM; 
Autrement dit, il suffit de démontrer que N= (N,, ..., N,) 


a, 9) 
est dans le sous-F-module Mt de % engendré par les M;; 
G,_ 9 : 4 1 : 3 À 
Comme % est un module de type fini, il résulte d’un théorème 


de Krull (voir, par exemple, [4]) que A est fermé. Alors, par 
dualité, il suffit de démontrer: tout Doe 6” qui annule MW 
annule aussi N. 

Or, par transformation de Fourier, l'hypothèse entraîne : 
tout polynôme de dérivation Dé du type (q, 1) qui vérifie, pour 
tout i: M,.(Dé) = 0, vérifie aussi N.(D¢) = 0, donc, en 
particulier, d’aprés la formule (1) : 


(Dé), Ny = (N.(D3), D = 0 


~ 4) : BEL < 
et, d’autre part, les Dee &, qui vérifient M;.(D¢) = 0 sont 
exactement ceux qui satisfont à : 


(Deyem+ MT: orthogonal de M 
(car (Dè)ent+ équivaut a: quel que soit 1 (0 <i <q), et quel 


. que soit Re, ((D5), MR) = 0; ou d’après (1) (M;.(D2), R) = 0, 
ou M,.(Dé) = 0). Le lemme est démontré. 


Lanmuei2: == Sorte( Cire 3, GjeCscpour qu'il existe Si, +... On 
holomorphes au voisinage de U, «++, Cn et vérifiant: 


N; = SM; + PR #4 SM;; 
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il suffit que la condition suivante sout réalisée : 
Tout polynôme P de type (q, 1) qui vérifie 


Qi’ x Be Ger) —— 
pa ertiGent-+bieP = 0 
i 


vérifie aussi: 


y* erm Cams cull À + Cp2p) P = 0. 


On se ramène immédiatement au lemme 1: posons, en effet 
uw == eR Gey + +++ CnZp) U. 


y’ = emi Cat + tee + Cn£n) y 


uw’ (resp. v’) a pour transformée de Fourier M(A, + G, ---5 Ant Gn) 
(Tes piaN Apt gi eae oat A 
D'autre part: 


a eth Gat +++ Cnt) P — [ermiGues + +++ + Gen) uw] 


\ 
* eae CAR + nn) El =—— ei Gri + = ti + Cn2p) (u' * P) 


2ri¢ 


donc u.*e ) P= 0 équivaut à : w + P — 0; même résultat 
pour y; d’où le lemme. 

Démontrons maintenant le théorème : 

Soit 4% l’espace des fonctions entières de n variables complexes, 
et 0; l’espace des fonctions holomorphes au point (= Cre, 
d’après le lemme 2, si (C) est vérifié, N est dans le 0;-module 
engendré par les M, quel que soit €. Il résulte alors d’un théo- 
rème de H. Cartan [3] que N est dans le 4-module engendré 
par les M; C.Q.F.D. 


Remarques. — 1° Dans les applications que nous ferons, 
nous supposerons toujours que & est de rang r, c’est-à-dire 
qu’il existe «,, ..., «. compris entre 1 et q, tels que 


dét (M, ,,) 3£0. 


Alors, les S, du lemme 2 sont déterminés d’une manière unique : 
par « recollement », ils donnent des fonctions entières F;; si 
bien que, dans ce cas, il est inutile de faire appel a la théorie 
globale des idéaux de fonctions analytiques. 


20 Nous utiliserons le théorème 3 sous la forme suivante : 
; (r, 9) à (4 1) / 
soit UESRn, et soit ve6m orthogonale à toutes les exponen- 


tielles-polynômes matricielles Q de type (q, 1) qui vérifient 
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«+ Q'= 0; il existe alors des fonctions entières F,, ..., F, 
telles que, pour tout 1 


ii 


(en effet, si Q vérifie 1 « Q = 0, les « translatées » 7,Q de ° 
vérifient aussi vu. «7,Q = 0; alors, pour tout aeR", , tie 
_ d’où y*xQ = 0, et l’on peut sppiques le théorème AS ÿ). 
- 3° Si p=q=r=1, nous adopterons les notations 
suivantes : 
Soit peëin; on désigne par V(u) l’ensemble des combinaisons 
linéaires des exponentielles-polynômes Q vérifiant u x Q = 0. 
Soit vé6m; d’après la remarque précédente, les conditions : 
« V(u)e V(v)» et «we[V(x)]+ » sont équivalentes. Alors, 
d’après le théorème 3: Pour que la fonction (méromorphe) a 
‘soit entière, il faut et il suffit que l'on ait: V(u)e VO) 


Mae 25 i = j bein 1299.14 Fat = 
——— : SLL riz wi LÉ LL Le bb’ ssl 

> iC4).\ M 

3 Amir À; 


= 


C3 
é 
pa n 
¥ « 


DT Ver 
4 ad 
: a 
: a 

a 


CHAPITRE PREMIER 


EQUATIONS AUX DERIVES PARTIELLES 
A COEFFICIENTS CONSTANTS 


§ 1. Existence d’une solution élémentaire. 


Lemme 1. — Soit f(A) une fonction entière d’une variable 
complexe et P(A) un polynôme unitaire de degré m. Pour tout 
AEC, on a: 


(1) FOIS. Max PF) 


|A—2' |< 2mr 


vie 


On peut écrire P(A) = (A—G,) -.. (A— Ga); en raisonnant 
par récurrence, tout revient à démontrer que l'on a: 


1 / 
IFAS Max IQ GA) = (A—)F(A))- 
IN Al Ser 
Si |A—UG,|>7, c’est évident; si |A—{,|<r, on aura, d’après 
le principe du module maximum : 


1 1 
A]< Max (FANS = Max |f,(X)|<— Max |f,(0)). 
FOIS Max OISE Max [QI Max 100) 


Dans la formule (1), on peut remplacer = Max par ai Max 
PIX AIS eme FIX AIR 

(cela se démontre facilement avec la formule de Jensen); c’est 

le meilleur résultat possible, comme le montre l'exemple sui- 


Wont) HL Pme A = Ù. 


Lemme 2. — Soit f(A), avec À = © + it, la transformée de 
Fourier d’une fonction 9eD; on posera |\f||. = fif(s + it)|do. 
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Sout P(A) défini comme au lemme 1. Il existe une constante C, ne 
dépendant que de m et r, telle que: 


(2) IF CEPA illo + PF HNPAILS > 0) () 


Soit | l’ensemble des points réels qui vérifient |P(c)| < 1; et 
soit J le complémentaire de I dans R; majorons séparément 


f. et ; . 
a) Sif@)lde< JP (@)F(@)|de<\|PF illo 
b) Pour tout 5€R, on a, d’après le lemme 1: 
é 4m\" ‘4m\™ 
flo) < (APY Max (POOFO0|<(FP) Max PO 
nr—ai<t HAL 


Majorons le dernier terme de cette formule; posons g = Pf; 


pour À =o’ + it, |r| Sr on a, par la formule de Cauchy : 


peg el AC US I PR il RACE URL 
0) =a | re Sak ferent 


donc: 


Je AS fete —in last flale+inidet let lel 
et enfin: 


fi<S(F) filell-+ ells. 


Or, l’ensemble I a une mesure finie, majorée par 2m (en 
effet, si o est dans I, l’un au moins des |s —(,| sera < 1). Par 
conséquent : 


14m CO.F.D | 
froë< (Tr) Hiek+lels CCE. 
Placons-nous maintenant dans l’espace R’, de coordonnées 
Ty, .++)Xn; Si est dans Den, désignons par FG(Ay, -.., An) 8a 
transformée de Fourier; nous poserons Aj = 5; + it; et: 


iell| =f Fee + sold + dos. 


4) Remarquons que, en utilisant une inégalité de convexité, on pourrait supprimer 
le terme en |||Pf |||) dans cette formule. 
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Proposition 1. — Soit D un opérateur différentiel à coeffi- 
cients constants d'ordre m, défini sur R"; on suppose que le 


coefficient de | est égal à 1. Il existe alors une constante K ne 
x" 
dépendant que de r et m telle que: 


(3) Ill Ksuplle"*Delle 
Soit en effet R(A,, ..., A,) la transformée de Fourier de Dé; ona 


RQ ee, Aa) = (Zn + SAR, 


a 
les R; étant des polynômes en A,, ..., An 
Soit F(A,, ..., A,) la transformée de Fourier de ¢; G=RF 


est la transformée de Fourier de Dg; d’après le lemme 2, quels 
que soient o,, ..., ,, on aura 


C 
iF. ere aides <a | (CU ee Pep et 
+|G(o,— ir, oy, 7.3 o,)|+|G(o, ir, 0, «++, a)|f dos 


en intégrant par rapport à G», ..., Tn: 


i 
JFG Seah ss; dés lt) dora ie 


D'où, par transformation de Fourier, la formule (3). 


Tutortme 1. — Tout opérateur différentiel D à coefficients 
constants admet une solution élémentaire E(i.e. Ee’, DE = à) 
qui possède la propriété suivante : 

Pour tout ¢¢L’n &'(= 5K), Exo est localement L* (1e. est 
dans £°), et E + opère continuement de X° dans #. 

Pour démontrer ce théorème, nous pouvons supposer (en 
faisant au besoin un changement de variables) que le transposé 
D de D vérifie les hypothèses de la proposition 1; cela étant, 
munissons Ÿ de la norme : 


4 sup lé "pl (720, fixe 


et montrons qu'il existe une forme linéaire sur 9, soit E, 3 


continue pour cette norme, et vérifiant (E, Dg) ee (07 
pour tout ge. La dernière formule définit une forme linéaire 


vd 


| 
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> 4 we 
u 4) “yn — na? Ty — . : 
r DD (car Dy _ 0 entraîne ¢ = 0); elle est continue pour 
a norme envisagée, car, d’après la proposition 1: 


'#(0)|<Illgll <K sup ile Del 


? x 4 x 
D’après le théorème de Hahn-Banach, cette forme linéaire se 
prolonge en une forme linéaire sur 9, continue pour la norme 
considérée, soit E; montrons que E répond à la question. 


a) E est a fortiori continue pour la topologie habituelle de Ÿ; 
donc c’est une distribution; et pour tout ¢é9, on a 


(DE, ¢) = (E, De) = ¢(0) done DE=6. 
b) Soient + et | dans 9; il existe K tel que l’on ait : 
Bats VE PPS K sup le gpl 
<K sup |I(e"*""%)«(e*"4)| 


lf |< 


> 


Mais, si u et » sont dans 9, et si l’on pose ||u/|* = | uw UE ER At, 
on a, (d’après l'inégalité de Cauchy-Schwarz et le théorème de 
Plancherel) : 


Gu.Fo|do, .….. ds, <||u 


IR 


Nusell= f 


Finalement : 


Eee, ISK sup {lee Ml. 


Cette dernière formule montre : si ¢ et € gardent leurs sup- 
ports dans des compacts fixes et restent bornées dans L’, 
(E*g, Ÿ) reste borné; le théorème en résulte immédiatement. 


Remarques : 
19 Pour tout mZ0, E opère continuement de +t” dans si 


9° Toute distribution T telle que T +opère continuement 
ds ue À n 
de #° dans £° est somme de dérivées d’ordre < nae + 1 de 


fonctions localement de carré sommable (c’est-à-dire : est dans 


_ [3]**). en effet, si des 5€ tendent vers zéro dans À [er 5 


2 


Le ET 
les T* 9; tendent vers zéro dans yl] , on sait qu’alors les 


T+9%, tendent vers zéro uniformément sur tout compact [26]; 
: 19 
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donc (T, #5) = T *%:(0) tend vers zéro. (Notons d’ailleurs que 


nr +4 
la réciproque est fausse : Tel | n’entraîne pas que T “opère 
continuement de -h° dans 4°). 


Par conséquent : E est somme de dérivées d'ordre < El + 1 
de fonctions localement de carré sommable. 

Ce résultat est le meilleur possible, lorsque l’on considère 
tous les opérateurs différentiels et que l’on cherche une majo- 
ration ne dépendant pas de l’ordre de D; en effet, si D = iden- 


n 
tité, 6 est la seule solution élémentaire de D; or er]. 
30 Un problème important (et non résolu) de la théorie des 
équations aux dérivées partielles est le suivant : existe-t-il une 
solution élémentaire tempérée pour toute équation aux dérivées 
partielles à coefficients constants? 
Le théorème 1 ne permet pas de l’affirmer. On obtient néan- 
moins un résultat sur la croissance des solutions élémentaires. 


Supposons que la direction æ, = 0 n’est pas caractéristique 

A : Pr32 . d” 
(c’est-à-dire que, m désignant l’ordre de D, le coefficient de + 
1 


dans D n’est pas nul); il existe alors une solution élémentaire E 
qui vérifie 

KE, ¢)|< K sup Île el 

e r 

Cela montre, en particulier : si e*+ tend uniformément vers 

zéro dans # pour |o| <r, (E, +) tend vers zéro. 

Soit a(a,) une fonction indéfiniment différentiable de la 

variable x,, égale à 1 si x, est assez grand, nulle pour 2, < 0; 


aE pourra s’écrire e"*%ÆE,, où E, est tempérée: en effet, si 
des |; tendent vers zéro dans 4, les e'*Fah(0 L 0), donc les 


eea(e rad) (|p| <r) 


tendent uniformément vers zéro dans J, donc 
(E, era) = (ea, tp;) 
tend vers zéro, d’où 
era Res". 


De même, (1 —«)E pourra s’écrire e**""E,, où E, est tempérée. 


Ru: ci : t 
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Par conséquent: si la direction x, = 0 n’est pas caractéris- 
tique, quel que soit r > 0, il existe une solution élémentaire de la 
forme: e TE, He FE, avec E, et E, tempérées. 

40 Nous avons obtenu dans la Proposition 1 et le théorème 1 
des majorations qui ne dépendent pas de D, mais seulement du 


fait que D est d’ordre m et que le coefficient de 0 est égala 1; 
a 


1 
il en résulte que, pour tous les D qui vérifient ces deux pro- 


priétés, on pourra choisir des solutions élémentaires qui seront 
toutes dans un ensemble borné de l’espace {(%°, 4°) des apph- 
cations continues de X° dans {’; en se ramenant au cas précé- 
dent par des changements de variables, on voit que cette 
propriété subsiste pour les D qui sont d’ordre égal à m et 
vérifient en outre la condition suivante; le plus grand coefficient 
des dérivées d’ordre m dans D est borné inférieurement. 


$ 2. — Équations homogènes. 


1. On sait que toute fonction harmonique dans R" est limite, 
uniformément sur tout compact, de polynômes harmoniques; 
nous allons généraliser ce résultat. 

Proposrrion 2. — Soit D un opérateur différentiel à coeffi- 
cients constants sur R"; on pose R(A,,..., An) = S(Dè); pour 
que ve’ puisse s’écrire vy = Du, u&' il faut et il suffit que 


Fy } 5 = 
M = R soit une fonction entière. 


Même énoncé, en remplaçant &' par D ou HP (p < 0). 
Si ve’ vérifie v = Du, avec ue’, on aura M = 34 donc M 
est analytique entière. 3 
Réciproquement, soit veo’ avec M = R entiére; nous allons 


montrer que M est de type exponentiel et à croissance lente pour 
À,..., An réels; d’après le théorème de Paley-Wiener, il 
existera ue’ tel que M = 3u; et l’on aura: » = Du. 

En faisant au besoin un changement de variables, nous 
pouvons supposer que D vérifie les hypothèses de la propo- 


| ‘sition 1; on aura done R(A, ..., Ax) = any nee Gs 
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les R, étant des polynômes en À, -., À; en appliquant le | 
lemme 1, paragraphe 1, il vient: 


IM (Ay, +, An) |< Max 
IN al < 2m 


Te Aue ieee 


Comme Jv est de type exponentiel, M le sera aussi en vertu de i 
cette formule; d’autre part, Jv est majoré, par un polynéme § 
en o,,..-,0, dans toute la bande |t,|< 2m, t, = ::: = 7, = 0 | 
[26]; donc M sera à croissance lente pour A,, ..., A, réels. | 

Pour terminer la démonstration, il suffit maintenant de | 
montrer : si u. est dans D (resp. 4), et s’il existe ves’ vérifiant 0 
u. = Dy, alors v est dans D (resp. À?). | 
Or, soit E une solution élémentaire de D qui vérifie: E+X° e 2°; | 
le résultat découle de la formule : vy = Ex. | 


CorozLaiRE. — D6’ est fermé. | 


En effet, la proposition 2 montre que l’on a: Dé’ = [V(Dé)|+ 
Tutorime 2. — Soit Q un ouvert convexe, et D un opérateur 
différentiel à coefficients constants. Toute fe6a qui vérifie Df = 0 | 
est limite dans £o de combinaisons linéaires d’exponentielles- } 
polynômes qui vérifient cette équation (autrement dit : est adhé- 
rente dans 9 à V(DG)) Méme énoncé en remplaçant &Q | 
par Do, £4, & ou DE faible. 
a) cas de 69; raisonnons par dualité : soit vé6Q orthogonale 
à V(DÈ); montrons que, si féba vérifie Df= 0, on a (v, f) = 0. 
D’après l'hypothèse, on a: V(v)2 V(Dé); done (préliminaires 
%y/F(DÈ) est une fonction entière; d’après la proposition 2, il 
existe we&’ qui satisfait à: v= Du; d’après le théorème des 
supports, on aura: pc (Q est convexe par hypothèse); par 

suite 


b) Le même raisonnement vaut pour Do, et £4 (p Z 0). 
Les autres se déduisent de a) par régularisation. 

9. Revenons un instant aux fonctions harmoniques; dans ce 
cas, le théorème d’approximation est plus précis que le théo- 
rème 2; il dit en effet que toute fonction harmonique dans un 
ouvert © est limite uniformément sur tout compact de poly- 


nomes harmoniques, pourvu que [a n’ait pas de composantes 
connexes compactes; cela suggère deux questions : | 
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a) A quelle condition un ouvert Q vérifie-t-il le théorème 2? 
Cela sera étudié au chapitre 3, en particulier dans le cas des 
opérateurs analytiques-elliptiques. 

b) A quelle condition peut-on remplacer, dans le théorème 2 
« exponentielles-polynômes » par « polynômes »? 

Pour cela, il suffit que tout ves’ orthogonal aux polynômes 
cV(Dà) soit orthogonal à V(Dé); autrement dit (voir les pré- 


—. Fy : frat 
liminaires, numéro 4) que « (DS) holomorphe à l’origine » 
‘ Fy À À q à <9 
entraine « (DS) entière ». Soit R—]Ï[R, une décomposition 
€ 1 


de R = (D) en polynômes irréductibles; il est classique que 
toute variété algébriquement irréductible est analytiquement 
irréductible; en particulier, la variété V, définie par l’équation 
R, = 0 est analytiquement irréductible. 

Pour ve&’, la variété polaire de Ti) est donc une réunion 
de V;; si toutes les V; passent par l’origine (c’est-à-dire, si pour 


tout i, on a R;(0) = 0), et si SDS est holomorphe à l’origine, 


AA q Fy tie 

sa variété polaire sera vide et F(D)) 5) sera entiere. | 

Supposons par contre que V, ne passe pas par l’origine; il 
existe ve’ vérifiant : 

D—IIR;: ei est holomorphe à l’origine, donc v est 

; LS 

orthogonal à tous les polynômes € V(D3); mais ¥ n’est pas de la 
forme Di, ue’, donc (proposition 2), n’est pas orthogonal 
à V(D2). Par suite, les polynômes € V(Dô) ne sont pas denses 
dans V(Dé) pour la topologie induite par 6; ils ne peuvent 
pas non plus étre denses dans V (De) pour la topologie 
induite par 9’ ou {# (sinon, en régularisant, on trouverait 
qu’ils sont denses pour la topologie induite par &). Énonçons 
le résultat : 


Tuéorème 2. — Pour que, dans l'énoncé du théorème 2, on 
| puisse remplacer « exponentielles-polynômes » par « polynômes », 
il faut et il suffit que tous les facteurs irréductibles de %(Dé) 


s’annulent à l’origine. 


; 
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Exemples : La propriété vaut pour 


° 0 d” | 
A= ERA Ar me een 
DIE û dt Dag? 
Er Ce 4 D d 1/2 . 0 
La) Seis 2 EE i Per DES TÉL pare à 
dt dt Zz À \dx dy 


Elle ne vaut pas pour À + À, À 0 (dans ce cas, où R(0) # 0, | 
il n’y a pas de polynômes =£ 0 solutions de l'équation). i 


§ 3. — Equations avec second membre. 


Tutorime 3. — Soit 2 un ouvert convexe de R", et D un opé- à 
rateur différentiel à coefficients constants. Si f est une fonction | 
indéfiniment différentiable dans Q (resp. €£4), il existe g indéfi- 
niment différentiable dans © (resp. ef) et vérifiant : Dg = f. 

Soit f donnée dans 6g(resp. 4) et soit O; une suite croissante | 
d’ouverts convexes € (), relativement compacts dans Q avec À 
uO,=Q; on met f sous la forme Sf, fi étant a support 
compact cûn (9, et indéfiniment différentiable (resp. €f0). 

Soit E une solution élémentaire de D, satisfaisant à la pro- { 
priété E 3e; on pose hj = restriction à Q de E«f,, Si la 
série Sih; converge dans 60 (resp. 4), elle répond a la question. 
En général, elle ne convergera pas. Mais remarquons que, 
dans un voisinage convexe de 0;, on a Dh; = 0; on peut done 
approcher h; sur Ü; par une somme d’exponentielles-polynômes, 
soit Q, vérifiant DQ; = 0; si l’on peut choisir Q; de manière 
que la série. g = D(h; — Q;) converge dans 6a (resp. 4), 
g répondra à la question. 

Pour cela, si f est dans 60, on choisira Q; de manière que 
|D*(hi — Q)|< 27° dans 0, les D‘ étant tous les monômes de 
dérivation d'ordre ki Si f est dans 4Q(p> 0), on 
choisira Q; de manière que 


f5,|)D'u— QP das, da <271 pour —_|k| <p. 


On a donc démontré: D&ég = 89, et Di = #(p > 9). 
Soit enfin fe (p < 0); on peut écrire f sous la forme d’une 
somme finie de dérivées d’ordre < p de fonctions localement-L”, 
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f=>D'f*; on résoud dans 4° les équations Dg* =f"; et 
g = \\D‘g* répond a la question. 


_Remarques : — 1° On démontrerait de la même manière : 
si f est p+ k fois continuement différentiable dans un ouvert 
convexe Q, et s’il existe une solution élémentaire de D d ordre 
k(.e. €2), il existe gebl, qui vérifie Dg =f; en particulier, 
d’après le théorème 1, pour tout ouvert \ convexe, on aura: 


tbe 


DE > bg 


90 Le théorème 3 entraîne: si ( est un ouvert convexe, 
DOD'E = DF 

sal = tx" 

Nous avons donné ce résultat A cause de sa démonstration 
relativement élémentaire; en voici maintenant une générali- 


sation: 


Tuéorème 4. — Soit Q un ouvert ER", et D un opérateur 
différentiel à coefficients constants; les propriétés suivantes sont 
équivalentes : | 

19 Dé6o = 60. 

20 DDS = DG: 

30 Pour tout compact K <Q, ul existe un compact K’ <Q qu 
vérifie ceci: Ue6Q et Duc K entraînent uc K’. 

a) 1° entraîne 3° Soit K un compact ¢Q, et soit  l’en- 
semble des fonctions 5€Do, telles que (De| ait son support 
dans K et soit <1; D® est un ensemble borné dans 69; 
montrons que Ÿ est aussi borné dans 60. 

Il suffit de montrer que ® est faiblement borné dans 60, 
c’est-à-dire, pour tout féba, que (f, &)l reste borné quand ¢ 
parcourt ®. Par hypothèse, il existe geo tel que Dg = f; 
alors x 

sup |<f, #)1= sup(Dg, #)|= supi(g, DI< + ©: 
PE FED PED 


Comme Ÿ est borné, les ge? ont leurs supports dans un compact 
fixe, soit K’; si maintenant ceDo est telle que D¢ ait son sup- 
port dans K, il existe C > 0 tel que Cee, done ç aura son 
support dans K’; cela montre 30 dans le cas particulier où ved. 
(Cette démonstration est encore valable si D est un opéra- 
teur différentiel à coeflicients variables sur une variété ()). 
Soit L un voisinage compact de K, Le 0; si uebq est tel que 
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Du. ait son support dans K, le support de a* Du. = D(a«u) 
sera contenu dans L dès que aeDan aura son support assez 
voisin de l’origine; alors, il existe L’ compact € Q tel que a*u 
ait son support dans L’, et par passage à la hae pea) 
on aura aussi: Le L’. 

b) 2° entraîne 3° Soit K un compact ¢Q; considérons l’en- 
semble des ¢éDq tels que Dg ait son support See K; montrons 
que les © ont leurs supports dans un compact K’ € O;la propriété 
30 s’en déduira par régularisation, comme en ne 

Si la proposition annoncée était fausse, on pourrait trouver 
une suite ¢€Dq, telle que les Dg, aient leurs supports dans K, et 
que les +; aient des supports dont la réunion ne soit contenue 
dans aucun compact de Q. En multipliant au besoin les ¢; par 
des constantes convenables, on pourrait supposer que les Do, 
forment un ensemble borné dans 9x; on déduirait de là, en 

raisonnant comme en a), que les 9; forment un ensemble 
borné dans &6, ce qui est absurde. , 

c) 3° entraîne 1° Il suffit de démontrer (cf. préliminaires 

numéro 3) que l’application D: 66 —60 est biunivoque, et 


que Dé, est fermé dans 60. 

La première propriété est immédiate par transformation de 
Fourier. Pour montrer que D6: est fermé (fortement ou 
faiblement, ce qui est la même chose, puisque 6a est réflexif), 
il suffit de démontrer que l'intersection de D&Q avec tout 
ensemble borné faiblement fermé est faiblement fermée; les 
distributions d’un ensemble borné ayant leurs supports ding un 
compact fixe, 1] suffit de démontrer ceci : pour tout K compact € Q, 
DE,  & est fermé dans 80. 

Soit E une solution élémentaire de D; si des 66, sont tels 
que les Dy, aient leurs supports dans K et convergent vers v, 
comme on a UL; = E « + Du, les u; tendent vers Ex y = U. 
dans Dm; mais les u; ont leurs supports dans un compact fixe K’ 
d’après lhypothèse; donc, on a: cK’ et Du—v; par 
conséquent, v est dans Dé’, n &. *} 

d) 3° entraîne 2°. Montrons que l’on a: Di’ = { (cela entraîne 
évidemment 2°). 


Pour cela, considérons l’espace G formé des fe{?, qui vérifient 


Dé; munissons G de la topologie localement convexe la 
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moins fine pour laquelle les applications f — f et f — Df sont 
continues de G dans 4. 

G est le sous-espace de {4 X 4% formé des couples (f, Df); ce 
sous-espace est fermé, donc G est un espace (#) (il est même 
réflexif); toute forme linéaire continue sur G provient d’une 
forme linéaire continue sur {%, X 46, donc d’un couple (v,, v,), 


Vv 


WER, VEN. On a C(f, Df), (y, Vo)) = (f, V1) ch (Df, Ve) = af vy + Dy,» 
done, le dual de G est formé des ve6, qui sont de la forme 


v, + Dy,, VER O; v,ERQ. 


v 


Montrons que D envoie Gsur {,; l’application transposée :D 
Jig > G’ est biunivoque; si nous montrons que Di, est 
(faiblement) fermé dans G’, d’après la théorie des espaces (#), 
la proposition sera démontrée. 


Nous avons vu en c) que Dé’ est fermé dans &’; donc, tout 


veDF, s'écrit v = Du, ueo; d'autre part, v= v, + Dy, 
avec v, et v,€4%,. Soit alors E une solution élémentaire de D, 
qui vérifie: E*X'e%; on aura É x y — (E*y,) +v,=u. Par 
suite, vehy, donc veDR,, et Di, est bien fermé. Le théorème 
est ainsi complètement démontré. 


Remarques : 
1) De d), on déduit immédiatement : 
3° entraîne D4 > £8 (p=0) 


et pep, 2 67 be) (p > 0) (résultats en apparence plus forts 
que 2°). | 

2) Soit k l’ordre d’une solution élémentaire de D; en raison- 
nant comme en d), on trouve que 3° entraîne DE > 66" (ici, 
pour G, il faut prendre l’espace des couples (f, Df) dans 
& X 60"). * 

3) On a vu enc) que 3° entraîne : Dé’ est fermé; par le théo- 
rème du graphe fermé, il résulte alors que l'application Do —0 


est un isomorphisme fort de Dé’ dans &. 
4) Si Q est convexe, le théorème des supports montre que 3° 


est vérifié : on retrouve ainsi le théorème 3. Notons aussi que 


le théorème 4 peut se démontrer comme le théorème 3, par un 


procédé d’approximation « a la Mittag-Leffler » (voir, pour une 


| généralisation, chapitre 111, théorème 2). 
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§ 4. — Systemes d’équations. 


Soit Q un ouvert c R’, et soit D une matrice différentielle a 
coefficients constants de type (p, g); soit r le rang de D, et soit 


D’ une matrice de type (r, r) extraite de D, telle que 
A = dét (D’) #0. 
(ps 1) (pr 1) 

Problème (1).— f étant donné dans £a (resp. Do, déterminer 

a Fe 
ta (resp. “) telle que Dg = f. 

Pour que le problème (1) admette une solution, il est 
évidemment nécessaire que la condition de compatibilité sui- 
vante soit satisfaite : 

(C) Toute matrice de dérivation P à coefficients constants 
de type (1, p) qui vérifie PD = 0 vérifie aussi Pf = 0. 


. 


La résolution classique des équations linéaires montre ceci : 


(Pp, 1) Cp; 1) (4, 1) (g, ?) 
soit f’eSq (resp. Do) qui vérifie (C); il existe geëo (resp. Do) 
qui vérifie Dg = Af’. La solution du problème (1) est done 
conséquence de la solution du: 


2 (p, 1) (p, 1) 
Problème (1). — Etant donné febo (resp. DS) qui vérifie (C) 
(p, 1) (Pp; *) : 
trouver f'e6o (resp. Do) qui vérifie (C) et Af’ = f. 
Proposition 5. — a) Si p=r, et si l’on a: A&g = 6a (resp. 
; , "4 (P, 1) CP, 2) ’ 
AD = Do), quel que soit fe6a (resp. DQ) le problème (1) admet 
une solution. 
b) Si f est à support compact, et vérifie (C), le problème (1) 
admet toujours une solution (dans R", donc dans tout ouvert). 


a) En effet, dans ce cas, la condition (C) est vide, on peut 
donc résoudre (1’). 


b) Soit E solution une élémentaire de A; f’ = f* E est une 
solution de (1’). 


Une solution élémentaire à droite (resp. à gauche) de D est une 
(4) P) : 
Ee 9’ vérifiant : 


CD) (9), Gp) | 
DE = 0 I (resp. Ex Dé = ST) I désignant la matrice 


identité de type (p, p). 
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Une solution élémentaire bilatére est une solution élémentaire 
a gauche et a droite. 


Proposition 6. — Pour que D admette une solution élémen- 
taire à droite (resp. à gauche, resp. bilatére), il faut et il suffit 
que l’on ait: p=r (resp. g=r, resp. p= q =r). 

a) Soit E une solution élémentaire a droite de D; pour toute 
matrice différentielle à coefficients constants P ~0 de type 
(1, p), ona: PDE=P, donc PD-Æ0; done p=r. 

Méme raisonnement « a gauche ». 

b) Si p=r, il existe une solution élémentaire a droite 
d’aprés la proposition 5 (il suffit de la déterminer colonne par 
colonne). Si g = r, en transposant, on se ramène au cas précé- 
dent. 

Enfin, si p = q =r, il existe une solution élémentaire bila- 
tére; en effet, on a dans ce cas: D’ = D, et A = dét (D) # 0; 
soit À; le mineur de D, dans D; et soit F une solution élé- 
mentaire de A; E = (A;F) répond à la question. 

Pour les équations homogènes, on a le résultat suivant : 

Aut 

Proposition 7. — Si r= p, et si Q est convexe, toute fe ba 

1 
(resp. Se) vérifiant Df = 0 est limite de combinaisons linéaires 
d’ exponentielles-polynémes matricielles de type (g, 1) vérifiant 
cette équation. peep 

Pour fixer les idées, supposons A = dét.( D" ‘iiss oa as 

! PE DE 

Soit A orthogonale à toutes les exponentielles-polynômes 

matricielles qui vérifient l’équation envisagée; montrons que, 
1 
si {eka vérifie Df = 0, on a (», f) = 0. | : 

On sait (cf. préliminaires) qu'il existe des fonctions entières 

F,,...,F, telles que 


dy = ÿ F[(Dhiè] Fr 


Considérons les p premières de ces équations; en appelant M; 
le mineur de #[(D);è], on aura: 


5 (AC)F; = ÿ M, 9. 
j=! 


Done, #(D8)F; est transformée de Fourier d’une distribution a 
support compact <Q; la proposition 2 et le théorème des 
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= F;; alors: 


oo 
tb dns 


aye (p, 1) 
supports montrent qu’il existe vebg tel que Ju. 
y= (D;u c’est-à-dire v= Du. 

i 


Par suite 


x ities 


= Me 


6, fy = Du, f=, Df) =0 


(4,1) 4 Ne 
Pour f donné dans Do, on raisonne de la même manière. 


1 


NM 4 
sees es 


(= its 

~ 2 Pr 

i } Toon \ > 7 > 
‘ at : — ; : ; : Les 
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actes : 
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HITS i a se SP Mb L'enoeogqaus 04, cas$zi si ie 
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CHAPITRE II 


ÉQUATIONS DE CONVOLUTION 


§ 1. — Fonctions entiéres de type exponentiel. 


4. Dans ce numéro et le suivant sont démontrés les résul- 
tats sur les fonctions entiéres de type exponentiel dont nous 
aurons besoin dans la suite du chapitre; les calculs faits dans le 
numéro À sont dus à Lindeléf [16] (Lindelôf n’énonce le théo- 
rème 1 que pour les fonctions d’une variable; mais sa méthode 
permet en réalité de démontrer la proposition 3, qui est un 
résultat plus fort d’où l’on déduit immédiatement le théo- 
rème 1). 


Lemme 1. — Il existe une constante K telle que, pour tout 
nombre complexe i, on ait: 


MAI NA 
An) <a 
Immédiat. 
Lemme 2. — Soit f(A) une fonction entière d’une variable 


f( | 

complexe, avec f(0) #0, et FOI<If (0)|e%"?; x étant une certaine 

fonction positive. Sur le cercle [A|=r, les poinis qui périfient : 

f(A) <|f(O)|e7" ™_ forment un ensemble fermé de mesure 
Tr 


See 


En effet, la formule de Jensen: 


A = if log|f (re) |4¢ — log |f(0)| 


rP 


Co NG 


log 
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(ou-C,, ..., ¢, désignent a zéros de f de valeur absolue < 
montre que ye fonction F(r) = =f" “log |f(re'?)|de — 2x log |f(9) 
est une fonction croissante; Oe = 0, donc F(r) > 0; par Ai 


these, on a 0<Fr)<— = ot(r) + (2-—™) ct, d’où 


Proposition 1. — Soit f(A) une fonction entière d’une variable 
complexe, de type exponentiel, avec f(0) 0; on pose: 


_œ À 
f(A) =f(0) e* Il (1 at Si (Gil >> |G) 


et l’on suppose: 


FOIS Aah! 


il existe alors des constantes C et D, ne dépendant que de À etB, 
telles que: 


3 
i) 


<—— pour tout n>1. 


aa pour tout p >0. 


DEMONSTRATION DE 1°: 
De la formule de Jensen, on déduit 


A ae 
Spor” (ler Mond >). 


Pour tout n, on a donc 


rP 


ne a iad A 
oser tone ore 
chee 4/0 
Prenons ree; il vient: ~~ <— x e et, comme 
Pa Pll ro | 
DA 
DEMONSTRATION DE 20: 


On pose 
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avec 


et 


Majorons |9,(A)|: en appliquant le lemme 1, on aura : 


ae M 


TES 
= 1 2 
IP (A) e iil 
en appliquant 1°, on a 
1 
py À CRE 
Ÿ — <2 a P 
Pre FO 
donc i 
: GC = = 
x Pp? |r! 


On trouverait de méme: 


pee = Fute 
QE eo) ie ie 
Par suite, si |À| = p, on aura: 
ax | Le cf | 
le(A)ea(r)[<e LE! “VO! | 


et, comme |f(0)| < A, cette dernière formule entraîne 


Rae" (A|= P) 


K’ étant une constante ne dépendant que de A et B. 
a) p > 1. On peut appliquer le lemme 2 à Z (he (À). On 


trouve que, si |A|= P, l'inégalité le (AB (A) [> 67 WP? est vérifiée 
sur un ensemble fermé E, de mesure m, Se p- 
P . 
Posons d’autre part 4, —4a + DE les points du cercle |A|= p 
qui vérifient me 


R (aA) > = Pia; (R = partie réelle) 
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27% > % k 

forment un ensemble fermé E, de mesure m, — 3 P (évident M 
géométriquement). 

E, et E, ont donc un point commun A,; on a alors 


f(O)e * VOPR LIF(K)|< Ae” 
d’où 2K'p 
2 log|f(0)| + Pl@l—{ #16) E <2log A + 2Bp 
et, comme |f(0)|< A, cette formule entraîne qu’il existe D’, ne 
dépendant que de A et B, tel que 


P\ap| K'p 


D’ 
STAGE 


bey =v. On aA 
Ws 1 C AC 


1 
a+=l<- « et — < < : 
TALS TO) Bal = TPO TO) 
d’où le résultat. 
Proposition 2. — Étant donnés des nombres complexes a et 
G (Cin 1| > |Gil) qui vérifient, pour tout n et tout p: 
p 
mec a |a+3z\<p, 


19 Le produit (éventuellement infini) 
AA A 
T(t 2 Si 
représente une fonction entière f(A) ; 


20 On peut trouver des constantes À et B, ne dépendant que de 
C et D, telles que l’on ait |f(A)| < Ae’l 


DÉMONSTRATION : 
1° Des hypothèses et du lemme 1, on déduit : 


ee 
4 |? 


: A\ Alo wales 
AE hats 


P i 


SMS 
<etialte tc? 


U 


gent sur tout compact, et f(A) est une fonction entiére. 


Donc le produit infini I1(! ak ‘est uniformément conver- _ 
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2° Il suffit évidemment de démontrer le résultat pour les 
valeurs entières de |A|. Ecrivons alors, comme dans la pro- 
position 1: 


avec: = à 44 
0) =H(1—>) 


et 


on aura méme 


et, pour |A| = p, on aura: 


< olx(c- ct) +p|p 
C.Q.F.D. 


Des propositions 1 et 2, on déduit immédiatement : 


lor(X) o2(a)i<emlet+er] don IFR 


Proposition 3. — Si f et g sont des fonctions entières d’une 
variable complexe A, avec f(0) = g(0) = 1, |f(A)|< Ae”?,, 
|g(A)|<A’ePAl et si h(A) = Fi est une fonction entière, i 
existe A" et B" ne dépendant que de A, A’, B, BY, tels que Von ait: 
[R(A)| Aer. 

Soient maintenant f(À;, ..., An) et Bl Ags 1459 Pre ONCE 
tions entières de type exponentiel telles que À =~— soit une 


fonction entière; montrons que h est de type exponentiel. 
Nous pouvons supposer (en faisant au besoin une translation, 
et en multipliant f et g par des constantes convenables) que 
ion 25/00, ..., 0) =-2(0, 2. 250) = 1. 
- Par hypothèse, il existe A, A’, B, B’ tels que l’on ait 
fu eee, AIS Aer ++) 


et lg (Ai, …. A} SWAB Out: + ln), 
Pour À = (A,, ..., An) fixé, avec A+ + | = 1, posons : 


_ 
1 


1 


20 
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Ri (6) = h(Q +, CA); d’aprés la proposition 3, quel que 
soit A, on aura 
lha(G)|< A“eP Sl, 
Par suite, quels que soient AM, GARE 
ROSES A'eBOMI+ +), 


Enoncons le résultat : 


Tuéorème 1. — Si le quotient de deux fonctions entières de 
type exponentiel est une fonction entière, cette dernière fonction 
est de type exponentiel. 


2. Transformées de Fourier de distributions à support compact. 
Nous allons ici généraliser un résultat qui, dans le cas d’une 
variable, est à la base de la théorie des fonctions moyenne- 
périodiques [27] et [15]; rappelons que as, désigne l'espace des 


transformées de Fourier des distributions €£x, et que J, | 
désigne l’espace des transformées de Fourier des fonctions €Dnn. | 


Proposition 4. — Sous les hypothèses suivantes : 
Qeass, Peaf,(m>n), et R= Ce est une fonction entiére, 
OMG: Sl Nines «sna, Am) = P2605 Ase 6 on An) Re. «egy Ap) 6A ne 


Démonsrrarion. — R et S sont (d’après le théorème 1) des 
fonctions de type exponentiel; pour montrer que Seay, il 
suffit donc (théorème de Paley-Wiener) de montrer que S est 
à croissance lente pour A,,..., Amn réels. Nous supposerons 
P(0, À, ..., An) #O (sinon, la proposition est évidente); remar- 
quons d’abord que, quel que soit le point réel (Aaj +: Am) = AG 
P vérifie une inégalité de la forme: |P(A,, À, ..., An)|< AeFlul, 
A et B ne dépendant pas de A’ (en effet, P est transformée de 
Fourier d’une fonction indéfiniment dérivable à support 
compact). 

Prenons un tel point réel A’, et considérons la fonction d’une 
variable f(A,) = PA, Ai, ---) A); nous supposons A’ choisi de 
manière que f (0) 0. Soient (; les zéros de f, rangés par valeur 


absolue croissante. D’après la théorie des fonctions entières : 


a3 = Et à) 


= 1. 
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ou encore 11" 
FC) _ Pa ri 2V a 
FR 92g TMG aye 
et, par suite: 
S(2,, A’) 
= of (0) QM, M)— AF OW MI AFM OS SEY: 


Majorons les trois termes du second membre quand À, est réel. 
4° Il existe C et D’ ne dépendant que de A et B, tels que: 


aOI<D'; FOLZ<C (Prop. 4) 


20 Dans la dernière somme : 
a) Les termes pour lesquels |A,— (| >1 sont majorés par: 


Maal? -1F(0) rage A’)! 


b) D’après le principe du module maximum, les termes pour 
lesquels |A, — G| < 1 sont majorés par: 


AMFO) 


; Max [Q(u, A’)| 


Gil <! 

et, a fortiori, par: ; 
Paaif(O)|? a Max IQ, A) 
(ORNE 
La dernière somme est donc majorée par : 
1 12 / 

à 25) M SAY <= CA Max pahb 

Aro (SE). Mex (Qt, A9< CA, Max, (Qt A) 


En ajoutant, nous obtenons finalement : 


SA AVS (D+ CIAL + CA) Max IQ(p, A')| 


IH—I< 
Cette formule est valable pour tout A’ réel, tel que POS Eur 
par continuité, elle est valable pour tout A’ réel. Elle entraîne 


que S est à croissance lente pour À, .-., An réels (parce que 


max |Q(u, A’)| est à croissance lente). 


eit —rul<2 


2 
4 
|. 


À 
: 
t 


Remarque. — La proposition est évidemment encore vraie 


si l’on remplace P(0, A;, ..., An) par P(b, À, ..., An)s b étant 


- un nombre réel quelconque. 


1) 
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§ 2. — Equations de convolution homogenes. 


4° Soit u. une distribution à support compact (wen), u FO; 
rappelons que V(u) désigne l’ensemble des combinaisons | 
linéaires des exponentielles-polynômes P qui vérifient p. x P = 0 | 
v ; yes "0 
et que [V(x)]+ est formée des ven telles que = soit entière 
(préliminaires). Fi a 
DériNirion. — Soit o€ôm, «= 0; on désigne par H(p) | 
l’idéal de 6x (idéal, au sens de l’opération *) formé des 7 qui | 
vérifient : | 


T * yeu. * 6 pour tout vel V(u)|*. 


On désigne par H(y, 5) (5ebur) l’ensemble des Tébar qui 
vérifient : 7 + c¢H(u). 

Nous donnerons au $ 3 une caractérisation de H(u) fondée 
sur l'étude des équations avec second membre; donnons main- 
tenant sa principale propriété : 

Tuéonème 2. — Quel que soit ue&’, u #0, H() est dense dans &’. 

Soit pn. Nous dirons que H(u., 5) possède la propriété (à,) 
(ou: €(6,)) si l’on peut trouver des distributions à support 
compact 0, ..., cbr telles que: 


a) o,x---*o,€H(u, 6). 


b) Pour tout k, 1 <k<cr, la transformée de Fourier S, de 54 
ne dépend que de p variables; considérée comme fonction 
de p variables, S, est dans av,. Nous désignerons ces p variables 


par ity ony he. 


Lemme. — Soit T une fonction entière = 0 des variables 
Here) pin 2 0e OS p13 et soit Tebm tel que T= Fr. Si 
H(u, ¢*7) possède la propriété (6,), H(u, o*2,7) possède aussi 
la propriété (6,). 

Par hypothèse, on peut trouver 5,, ...,9, vérifiant b) et telles 
que, pour tout ve V(u)]+, on ait: Teo,e- + eo, e ox VEE, Par. 
transformation de Fourier, il vient 


T.S, ... So Peas. 
Fu 


dé 
CENTRE 


| 2 


Ë 


' limite : 
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Appliquons maintenant la proposition 4 4 P = T et 


a a Fy 
Q = 19. ss S,Fo ——: 


CAS 


Quel que soit a réel, on aura 


at” £ ols, andy Gee 
DR À 35) Scene cas. 
dA, JU 
On peut toujours trouver uateldue lids A oc. à, 20 
puisque T est -£0; l'on a Ta, À,, ..., À,.1)e9,; enfin, 
comme T est à décroissance rapide pour À,,...,À,,, réels, 


oT hese 
1 ne peut être identiquement nul. 

Cela étant, la dernière formule montre que H{u,o+xa,1) 
possède la propriété (2,) pour les fonctions S, et T*(a, As, ...,À,.:) 
d’ot le lemme. 

Nous allons maintenant montrer, par récurrence sur p: st 
Vidéal H(u, 5) possède la propriété (à,), il est dense dans &’. 

Ce résultat est évident si p = 0, car alors les 5, sont cons- 
tantes, donc 2eH{u, c) et, comme H(p, 5) est un idéal, il est 
égal à &. 

Supposons-le démontré pour p, et démontrons-le pour p + 1. 
Si H(u, c) possède la propriété (¢,,,) pour les distributions 
G,, ---, 9, ona H(y, oxo,---*o,) = 6’, donc H(u, s+oix-..#0,) 
posséde la propriété (¢,); d’aprés le lemme : 


H(u, o*o,* ++ °* Op, + Di Fr)€(Sp)- 


En itérant : quels que soient les monômes M,,..#M,, aveeM; 
dépendant seulement des variables 1, on a: 


H(z, oxM,c,*---* M,5,)e(5,) 
d’après l'hypothèse de récurrence, il existe des 


TEH(u, o*M,o,*---* M,5,) 


qui tendent vers à. 


On a: t+Mo,*.--*M,s,eH(u, 5); donc, en passant à la 


_ 


M,c,*---*M,c,€H(u, 2) 
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| 
en ajoutant : quels que soient les polynômes P,,...,P,, avec P, À 
dépendant seulement des variables xj: | 


Po,*...+P,5,€H{(u, 6). 


Pour tout k, il est possible (voir [27], p. 894) de trouver une 
suite Pi de polynômes en x, et un point b,eR" tels que : 


lim Pis,— Ô(b;) (È(b,) désigne la masse + 1 au point b,). 


j> + © 


ee 
nu - 


Par suite 


ER 


— 


6(b, + +--+ b,)eH(y, 9) 


et, comme H(u, 5) est un idéal: H(u, 5) = 8’. 
Pour démontrer le théorème 2, il suffit maintenant de remar- 
quer que tout H(u) possède la propriété (6,) : il suffit de prendre 
— 1,5—= 0, et o, = p+a (a quelconque dans 9(R")). 


CoRoLLAIRE. — Pour que ve&’ soit dans u+6, ul faut et ul 


a 

dy . : a : v 
suffit que = soit une fonction entière (1.e. : ve V(u)]+). 

SS T 
LA - ld LA L , . . dy ey 
La nécessité est évidente; réciproquement, Sl Fu. est entiere, 
2 th 


S 


on pourra trouver des 7;—>0 
résultat en passant à la limite. 

20 Nous pouvons maintenant généraliser (au moins partielle- | 
ment) le théorème d’approximation des solutions d’une équa- | 
tion aux dérivées partielles homogène à coefficients constants. 


tels que 7,*veu*&', d’où le } 


Tutorime 3. — Soit uen, u 0; toute solution dans & 
(resp. ® resp. &", resp. D”) de l'équation p.* f = 0 est adhé- 
rente à V(u) dans & (resp. 9, resp. &", resp. D” faible). 

Montrons d’abord ce résultat pour &. Soit fe tel que 
u + f = 0; raisonnons par dualité : si ve8' est orthogonal à V(t), 
on pourra trouver des 5, tels que v = lim i. * 5, alors: 


v, f> = lim (2 «9; f> = lim (5;, mxf) = 0. 
Si fe vérifie u « f — 0, les régularisées a » f de f (xD) vérifie- 
ront encore cette équation; d’après ce qui précède, elles sont | 
adhérentes dans 8, donc dans 9’, à V(u); il existe une suite &. 


qui tend vers à dans 6’, done f= lim a; x feV(u). Même rai- 
sonnement pour 6" et D" faible. C.Q.F. DS 


iii eal 4 


{ 


| | 


| 
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On peut se demander si le théorème suivant est vrai: tout 
sous-espace fermé de &, invariant par translation, est engendré 
par les exponentielles-polynômes qu’il contient. (Autrement dit : 
la « synthèse spectrale » est-elle possible dans &?) 

Nous venons de le démontrer pour les sous-espaces définis 
par une équation; on peut évidemment aller un peu plus 


loin: si V,,..., V, sont définis chacun par une équation (de 
convolution), et si 7,,...,7 sont dans &’, le sous-espace 
V=7,+V,+---+7,*V, sera, lui aussi, engendré par les 


exponentielles-polynômes qu’il contient. 

Pour n > 1, cette généralisation est plus ou moins illusoire, 
tant qu’on n’a pas de caractérisation simple de ces sous-espaces 
(de toute manière, on ne peut espérer obtenir ainsi tous les 
sous-espaces fermés invariants par translation de 6, car les 
(Ay, :.., An) qui vérifient : er" * MeV forment une variété de 
dimension complexe n — 1). 

Par contre, pour n = 1, il est facile de voir que l’on obtient 
par ce procédé tous les sous-espaces fermés de 6, invariants 
par translation et engendrés par une seule fonction hae 

Posons en effet, suivant [7]: f=f*+f, avec f'é, fé, 
f* limité à gauche, et f~ limité à droite; soit ues’, u=£ 0 tel 
que uw +f—0; comme u.«f* a son support limité a gauche et 

a Sass eee : + = / 
u.+f” a son support limité à droite, ona: u*f* =—yxf —=Te. 

Désignons enfin par W le sous-espace de & formé des g qui 


vérifient: w+g—0; je dis que <*W est exactement le sous- 
espace fermé (f) engendré par f et ses translatées. a 
a) Sih=7*g, avec u+g—0, on peut encore poser: 8—8 +g, 


et l’on aura: u+g* = — preg = 5e 
h= (teg*) + (+8) = (bef ee )—Ufh B= ort 
done t* Wc 7(f). 


b) Si ve’ est orthogonal ++W, cela signifie que l’on a: 


Yxrxg—0 pour tout 8 vérifiant: u*g=0 et, par suite: 


Ÿ x TEUL +. + 3 | 
D’après le théorème 2, il existe des 9,6, 0,——0 tels que 


/ Li 
OæVxT—=Ux/ù 7 i€&'. 


(5) Il en résultera que la synthèse spectrale est possible dans &}u; de là résulte [27] 
que tout sous-espace fermé invariant par translation de & est engendré par une 
seule fonction. 
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Alors : Oe veel? = —Oje van f = Le Yi | 
d’où : 0, ya ft = —Dx dx = Y; j 
donc 0,+ÿ+f— 0, et, en passant à la limite: | 

ya f= 0, donc ANA. À 
Par suite, on a: 7(f) crxW, c. q. f. d. 


Cela montre (d’ailleurs, par la même méthode que [15]) que la 
synthèse spectrale est possible dans Ep. 


§ 3. — Remarques sur les équations avec second membre. 


Contrairement au cas où u€6 est un opérateur différentiel, 
on n’a pas, en général: p+ D? =D". 

Par exemple, si & est indéfiniment différentiable, pour 
tout fed’ u+f sera indéfiniment différentiable donc on ne 
pourra pas avoir: u.* 9? = D, Nous allons voir que, dans ce 
cas, on ne peut avoir non plus: u*&6=6 (prop. 5’, corol. 1). 

Les propositions que nous allons donner permettent de 
retrouver en partie le théorème 3 du chapitre 1, une fois 
établie l’existence d’une solution élémentaire, et ses propriétés 
(je n’en connais guère d’autre application; peut-être est-il 
néanmoins intéressant de les donner avec toute leur géné- 
ralité). 


4. Equations avec second membre dans 6. 


Proposition 5. — Soient uef/, ve’, avec uw #0, v0. Les 
propriétés suivantes sont équivalentes : 

40 ue x & > V+6. 

2° L'application u.*7 > v+7 est continue de u.+6' dans &’, 


30 veH(u). 


DÉMONSTRATION : 
1° entraîne 2°. Appelons i l’injection de v*& dans +6. Des 
isomorphismes algébriques : 


Gf ux—1(y XS #8; 5] ym—10) Sv ¥& 


on déduit que à définit canoniquement une application à de 
6] yx-1@) dans 6/,*-s0); 1 est continue d’après le théorème du 
graphe fermé (cf. préliminaires). 
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~ 


La transposée v de 1 est une application continue: 
D x 6 —> V x 6 ; montrons que v prolonge l’application : LT > VHT, 

On a: (lat), 8) = (het, 1(z)) pour tout Te’ et tout 
BEb'/ +10). Soit g un représentant dans & de g, et h un représen- 
tant de z(g); la dernière formule s’écrit aussi: 


yap a Ne v 
(U (uxt), 8) = (het, hy = (7, xh) 


et comme xh = v«g on obtient: (i’(u*v), g) = (vt, g) et 
finalement : 2’ (4+7) = ¥*t. L’application u«7—> Ÿ +7 est donc 
continue, et 2° s’en déduit immédiatement. 


20 entraîne 19 Si wx7T—v+7 est une application continue, 


LA 


u +T— y +x7 le sera aussi; cela étant, cherchons fe& solution de 
uxf —= vx g(ge); pour tout ré’, on devra avoir 

(uf, T) = (V* g, T) ou: GRRL AL RES V #7). 
Cette dernière formule définit une forme linéaire sur u +6’; 
par hypothèse, cette forme linéaire est continue; on peut donc 
la prolonger en un fe. Et f vérifiera bien: vu x f = v x g. 

(Les raisonnements précédents peuvent se mettre sous une 
forme plus générale : soient w et » deux applications continues 
de & dans 6; pour que l’on ait u(é)>9(6), il faut et il suffit 
que ‘u(¢) = 0 entraîne (5) = 0 (ge’) et que l'application 
‘u(y) > ‘v(y) soit continue de ‘u(é’) dans (8). Même résultat 
en considérant des espaces de Fréchet-Schwartz [11], E et F, 
et deux applications continues u et » de E dans F.) 

Enfin, 3° est équivalent à 2°. Si l’application p*t—>v*7 
est continue de u +8’ dans &’, elle se prolonge en une applica- 
tion continue w: u«&’—6&'; pour tout seu*6', on a, par 
continuité v * ¢ = u.* (7). D’après le corollaire du théorème 2, 
cela entraîne : veH(u). Réciproquement, si l’on a veH(u.), pour 
tout ceu+6’, il existera s(c)e6’ vérifiant v*o = u* w(o)5 
w(s) est unique, donc # définit une application linéaire 
ux6—8/; cette application est continue, parce que son 
graphe est fermé; donc l'application u*7—>v*7 (qui est la 
restriction de w à u.»*6&’) est bien continue. 


Proposition 5’. — Les propriétés 1°, 2°, 3° de la proposition 
| 5 sont entrainées par: 


4° Il existe feD' tel que u+f = v. 
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Les propriétés 1°, 2°, 3° entrainent : 
5° Pour tout ouvert relativement compact O, il existe f tel que, 
dans ©, on ait u.*f = Y. 


Lemme. — Soit ge, et soit V le sous-espace de &' formé des s 
qui vérifient ox get’. V est fermé, et l'application o> o*8 
est continue de V dans &”. 

D’après le théorème du graphe fermé tout revient à démon- 
trer que V est fermé. S'il est vide, c’est trivial; sinon soit 
o,€V, et t, = 9) *g- Soit B un sous-ensemble faiblement compact 
quelconque de &'; montrons que VnB est faiblement fermé 
(cela entraînera bien que V est fermé, cf. préliminaires). 
Considérons des 5€V n B, tendant faiblement vers 5; les 6; 
ont leurs supports dans un compact fixe K; les 7; —=5;*8 
sont dans &’, et ils ont leurs supports dans un compact fixe K’ 
en vertu du théorème des supports et dela formule 7;*o, = To*0i; 
en passant à la limite, on aura done «* gc K’, en particulier 


o « ge6’, donc seV; comme, d’autre part, ¢ est dans B, on a 
ceV n B, d’où le lemme. 

Démontrons maintenant que 4° entraîne 2°. Soit feD 
vérifiant u.« f=». Appliquons le lemme avec g = f: ws 
est évidemment dans V; et la restriction à u*& de Vappli- 
cation o ~o*f est application p*t—>v*7; elle est donc 
continue d’après le lemme. | 

Montrons enfin que 2° entraîne 5°. Soit O un ouvert 
relativement compact; montrons d’abord que l'application 
Bxo—ÿxo (yeDy) est continue de u.*D5 (muni de la topologie 
induite par Dan) dans Dre. 

Pour cela, considérons l’ensemble B des ç6D5 qui vérifient 
xo|<1; &*B est borné dans 6h; d’après l'hypothèse ÿ + B 
est aussi borné dans 8; done, Ÿ + B est contenu dans un 6x, et y 
est borné. | 

Done: si : * o(#eD) est majoré en valeur absolue, ainsi que 
toutes ses dérivées jusqu’à un certain ordre, m', ÿ x o est majoré 
en valeur absolue; et si u.* 9 est majoré en valeur absolue ainsi 
que ses dérivées jusqu’à l’ordre k + m', L+o® est majoré en 


valeur absolue ainsi que ses dérivées d’ordre < k; cela prouve 


que l'application considérée est continue. | 
Il en résulte que l'application x (V+œ@)(0) =, +} 
est une forme linéaire continue sur  * D5; d’après le théorème 
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de Hahn-Banach, il existe donc féDm qui prolonge cette forme 


linéaire; et l’on a bien u «f= y dans ©, ce qui démontre la 
proposition, 


CoRoLLAIRE 1. — Si u est dans D, on a toujours px 6 # &. 
En effet, pour tout fe’, u*f est indéfiniment différentiable ; 


: N 
donc, on ne peut pas avoir uv. x f = à dans un ouvert contenant 
l’origine. 


CoroLLaiRE 2. — S'il existe feD vérifiant u* f= 0, on a: 
wx 6 = 6. 
Remarque. — Dans ce cas, on a même un peu plus: sl 


existe, pour tout ouvert © relativement compact, une fe’ 
vérifiant, dans 0: u*f—= 4, ona: u*& = & (autrement dit: 
si y = 6, 5° est équivalent à 1°, 20, 3°; j'ignore si ce résultat 
subsiste pour y quelconque dans &’). Il suffit pour cela de mon- 
trer que &~ 6 est fermé dans ©’. 

Pour le voir, considérons un sous-ensemble B faiblement 
compact quelconque de &’; il suffira de montrer que Bon (u * &) 
est faiblement fermé. 

Considérons des s€Bn(x+6/), tendant faiblement vers 9; 
posons 5, = à. + 7,; les 5; ont leurs supports dans un compact K, 
donc (théorème des supports), les 7; ont leurs supports dans un 
compact K’; soit O un ouvert relativement compact, contenant 
l'origine, et tel que K’ + [ © ne rencontre pas un voisinage 0 
de K’, et soit fe® vérifiant 4 + f — 5 dans 0; dans 0’, ona 
o,*f =7:; donc, les 7; convergent faiblement dans & 9 vers 7; 
onas—ù+7, donc eu + Ë”. | | 

Comme, d’autre part, 5 est dans B, on a: c€Bn (u*6'); et 
Ban (u* €) est bien faiblement fermé, d’où le résultat. 


2. Équations avec second membre dans D". 
Rappelons que 9D" (espace des distributions d’ordre fini) 
+ 


désigne l’espace U dai 


Nous aurons besoin d’un résultat préliminaire sur les espaces 


Proposition 6. — Soit E un espace (4%), E, une suite de 
définition de E, et M un convexe contenant zéro, tel que les 
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M,=MnE, soient compacts; tout V cM convexe contenant zéro 
et tel que, pour tout p, V n M, soit ouvert dans M, est un voisinage 
de zéro dans M. 


Lemme. — Soit W, un voisinage convexe ouvert de zéro 
dans E, tel que l’on ait: W,n M, ¢ V n M,; pour tout &,, pe Ee ae 
il existe W,,, voisinage convexe ouvert de zéro dans E, qui 
vérifie : 


40 W,.:9M,.,¢ VaM,.1, 
20 W,., n E, >[(1—e,) Wy] 9 E>. 


Soient U, tous les voisinages convexes ouverts de zéro qui 
vérifient 2°; supposons qu'aucun U; ne vérifie 1°. 

Les U;nM,,,n [Vv sont des compacts dont toute inter- 
section finie est non vide; ils ont donc un point commun &. 

D’une part, ona: eE,, car tout voisinage convexe de W,nE, 
dans E contient x. 

? 

D’autre part, on a: axe (1 —e,)W,, car (1 —e,)W, est un UW? 

Par suite: 


axe(1—e,)W, nM,c W,nM,c VaM,, 


donc, xeV ce qui est absurde (puisque xe[ V). 
Le lemme étant démontré, il suffit de choisir les ¢, de manière 


que II (1 —«,) > 0 et de construire les W, par récurrence. 


W =nW, est un voisinage de zéro dans E et l’on a: 
WnMcVaM, d’où la proposition. 


Proposition 7. — Soient wee’, ve’, y -Æ 0; pour que l’on 
ait: uxDFsyx D", il faut et il suffit qu'il existe fed qui 
périfie: uxf =v. 

La nécessité est évidente. 

Réciproquement, supposons qu'il existe feD'* vérifiant : 
u x f = y; soit O un ouvert convexe de D° contenant zéro. 


Lemme 1. — Pour tout compact K de R", il existe un ouvert 


convexe Ox de Dk contenant zéro, et qui vérifie : f*[(u.x 8”) n Ok] € ©. 
Cela revient à dire: si des o€u*&' sont dans Dk et y conver- 
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gent vers zéro, les fx; sont dans 9° et y convergent vers 
zéro; or, les fg; sont à support compact (prop. 5’. lemme); de 
la formule : u*(f*o;)=v*o, et du théorème des supports on 
déduit que les f*¢; ont leurs supports dans un compact fixe; 
enfin, les f*o; sont continues et tendent vers zéro uniformé- 
ment sur tout compact, d’ot le lemme. 


LEMME deel existe un voisinage convexe de zéro ©’ € D*** qui 
vérifie: fx|(ux6) n 0'|c0. 

Soit L l’ensemble des fonctions | dont les dérivées d’ordre 
< k + 1 (au sens des distributions) sont des fonctions à sup- 
port compact, mesurables et <1 en valeur absolue; Ln D**' 
est un voisinage de zéro dans D“*", 

Si J est dans L, ses dérivées d’ordre k sont continues (donc 
Let“); en outre, elles vérifient une condition de Lipchitz 
d’ordre 1; donc Ln Df est compact dans 9. 

Posons M = Lous&’; ona Mc&n&’ =9*; et soit 0” l’en- 
veloppe convexe des M n Ox. 

a) On a évidemment f+0"e 0. 

b) 0" est un voisinage de zéro dans M pour la topologie 
induite sur M par 9": cela résulte de la proposition 6 appliquée 
à E—® Met V= 0"; a fortiori, 0" n D**' est un voisinage 
de zéro dans Mn 9**'=Ln 9**'nuxé’, pour la topologie 
induite par 9**'. Comme L n 9*** est un voisinage de zéro dans 
+  ©’nD*' est un voisinage de zéro dans ux 6 n Der? 
pour la topologie induite par +1, Alors, O'n D*** est la 
trace sur +6’ n O**' d’un O qui répond à la question, d’où le 
lemme. 

Le lemme 2 entraîne immédiatement : st des oD sont telles 
que les .*¢; tendent vers zéro dans D+! les ÿ+o,— (L*xo:)»*f ten- 
dent vers zéro dans 9’. 

Soit maintenant g donné dans 9”; montrons qu'il existe 
heD'**! qui vérifie u*h = vx8. 

Pour tout sed, on devra avoir (uh, $) = *8; nee 
{h, 2*¢) =(g, V*xç). Cette formule définit une forme linéaire 
sur à + D; cette forme linéaire est continue pour la topologie 
induite sur +® par D**'; elle se prolonge donc en hed + 
et h vérifie bien: uxh—v+g. On a donc: ux®D"*'>vx®", 
d’où immédiatement : w#®° > v*D". 
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ConozLarre. — S'il existe feD* tel que uxf=6, on a 
Se aed 
pa DE = D, 


Exemples. — 19 Si D est un opérateur différentiel à coefficients À 
constants, en prenant ». = D3, le théorème 1 du chapitre 1 
montre que l’on a D& = & et D9’ = D"; on retrouve ainsi 
une partie du théorème 3 du chapitre 1. 

20 Soit ues’ tel que l'enveloppe convexe de » ne contienne 
pas 0; la distribution + uw admet la solution élémentaire : 


ppp bee APCE 


(cette série est bien convergente, puisque le support du terme 
général s’éloigne à l'infini); le corollaire 1 de la proposition 5’ 
> N eke 
montre que | on a: (6+ u)*6=6, 
De plus, si 4 est une mesure, f sera aussi une mesure, donc 


(OL u)xDr= Dr. 


Se ee 


SSS SS 


Ce résultat s’applique en particulier aux équations aux diffé- 
rences finies à coefficients constants (que l’on peut toujours 
ramener à la forme précédente par une translation); j'ignore 
si, pour une équation différentielle aux différences finies à 
coefficients constants, on a toujours des résultats analogues (*\; 

3° Si u et y, distributions 68’. admettent toutes deux une 
solution élémentaire €9’", »*v admettra aussi une solution 
élémentaire ed"; en effet 


(uy) «DP = u« (vx D'À) == ue x D'F = HF, 


Signore si le résultat subsiste quand on remplace 9’ par 9, 


§ 4. — Systèmes d’équations. 


Le théoréme 3 et la prop. 7 du chapitre 1 se généralisent 
ainsi : 
Ste 0 (q, 1) 
Proposition 8. — Soit uEËm, de rang r = p; toute feëm qui 


vérifie pf = 0 est limite de combinaisons linéaires de matrices _ 
exponentielles-polynômes de type (q, 1) qui vérifient cette équation. — 


(5) Cette question a été résolue par M. L. EHRENPREIS [37]. 
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Pour fixer les idées, supposons : 


re TS) 
A= dét bine | #10), 

pr al Upp 

eR, 
Soit ve & orthogonal aux exponentielles-polynômes matri- 
cielles Q qui vérifient l'équation & x Q = 0; montrons que 
; eae: 
lon a: (v,f) = 0. On sait qu'il existe des fonctions entières 
F,, ..., F, qui vérifient Jv, = > F;F(uy). 
t 


Considérons les p premières équations; soit M; le mineur de 
(Fu); on a 


PS tte Re ey rts Ee 
Donc: pour tout c¢H(A), il existe ve 6’ qui vérifie : Fo. F; = I, 
Pour tout z, on aura donc 


av, = Dy * Ti ou TxV = LET 
it 


par suite : 
(SxY, D) = (het, p=; uxf) = 0. 


D’après le théorème 2, on peut trouver des o tendant vers 3; 
en passant à la limite: (y, f) = 0. C.Q.F.D. 

Naturellement, on obtient le même résultat en remplaçant & 
par 9’ (ou par divers autres espaces fonctionnels, comme au 
théoréme 2 du chapitre 1). 


Remarque. — On peut se demander si la restriction « r = p » 
est nécessaire; sinon, cela entrainerait, en particulier, que le 
sous-espace de & formé des f qui vérifient u,*f=--- = ¥p*f=0 
(u,, ..., u,66’) est engendré par les exponentielles-polynômes 
qu’il contient, résultat que je ne sais pas démontrer sin tt, 
poi. 

Pour les équations avec second membre, on généralise sans 
difficulté les propositions 5, 5’ et 7 (en supposant toujours u de 


rang p); par exemple, on aura: 
(Ps 9) : ait : à 4 (gs P) 
Soit ue & , possédant une solution élémentaire à droite Ee D 
(g. p) (p, 1) (P41) 2 (gs 1) (gs 4) 

(resp. D); pour tout ge & (resp. B®), il existe fe & (resp. D’* ) 


et vérifiant u x f = 8. 
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$ 5 Équations de convolution 


sur les fonctions analytiques complexes. 


4. Soit # l’espace des fonctions analytiques de n variables 
complexes. 4 est muni de la topologie de la convergence uni- 
forme sur tout compact; c’est un sous-espace fermé de &rm, 
done un espace (%) réflexif; on désigne par d le dual de 4. 

Pour ue’, on définit la « transformée de Fourier-Borel» de p. 
par la formule: 


Fin (Ass «ey An) = (Hs emt Oat + 22: + tn), 


Rappelons d’abord les propriétés classiques de cette trans- 
formation; d’après le théorème de Hahn-Banach, v. est pro- 
longeable en une forme linéaire continue sur Sg, soit T,; on 
a donc, en particulier: 

Fu. = (Ty 67 Qt Bay 


donc, %u. est une fonction entiére de type exponentiel. 
Réciproquement, soit M(A,, ..., À,) une fonction entière de 
type exponentiel; 1l existe A, B,, ..., B, tels que: 


Me, Lee Ac fe ae ecu 


Sout Sey wi At «Hu développement de Taylor de M a 
l’origine; la formule de Cauchy donne immédiatement : 


_ Bist +++ + Ban 
u 


Picts 


a < 


} Liens ; 
quels que soient les r, > 0; prenons r;, Lars si 4,0, sinon 
Remi Vient : : 


lan. 


A toute fonction analytique au voisinage de l’origine : 


fre ES Zn) =) be. sete Au 


faisons correspondre la série : 


silent ep 
i i 


PERTE 


AS 


Il résulte des inégalités précédentes que cette série est 


wee ar 
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convergente dès que f est holomorphe dans un voisinage du 


polydisque 
lal< on wees Sa 5 et que la somme de cette série tend 


vers zéro si f tend uniformément vers zéro dans un voisinage 
de ce polydisque; en particulier, cette somme définit une 
forme linéaire continue u sur #; et l’on a immédiatement : 
tre MA, csc, À). 

Par conséquent: la transformation de Fourier-Borel établit 
une correspondance biunivoque entre 4’ et l’espace des fonctions 
entiéres de type exponentiel. 

Soit ved’ et soit T, une distribution €’ qui prolonge py; 
pour fe, T,+f est une fonction analytique complexe qui 
dépend de f et de , et ne dépend pas de T,; on la désigne par 
uxf; pour ved’, T,*T, définit une forme linéaire continue 
sur d6, qui ne dépend que de u et y et que l’on désigne par +v. 

Si l’on désigne par à la symétrique de par rapport à l’ori- 
gine, on a la propriété suivante: les applications f—u+f et 
vy— D+y sont continues respectivement de 46 dans 36 et de K’ 
dans #'; elles sont transposées l’une de l’autre. 

Enfin, #(u*v) = 9,.%,. 


2. Equations de convolution dans d6. 
Soit ue’; on désigne ici par V(y) l’ensemble des combi- 
naisons linéaires des exponentielles-polynômes complexes, 
Ofz. <7 ., 2 es oops) er ease 


(où P est un polynôme) qui vérifient l'équation: y + QO = 0. 
On démontre, comme dans le cas réel (préliminaires) : sovent 


+ . ; 
u et v dans H, p#0, vf 0; pour que Fu soit une fonction 
entière, il faut et il suffit que l’on ait V{u) € V(v) (autrement dit, 
que vel V(%)]*). 
Proposition 9. — +40 = [V(u)|+. En particulier, p de! 
est fermé. ‘ ge 
Si ce! est de la forme à +7, Ted’, quel que soit l’exponen- 
 tielle-polynôme Q vérifiant u. + Q = 0, on aura: 
(9, Q = (7, px Q) =0, 
donc: +56’ c[V(u)]+. 


co 


21 


a io 
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Réciproquement, soit o donné dans [V(u)|+; la fonction 
Jo ns qe 
JF est alors entière; d’après le théorème 1, elle est de type 
SL 

ÿ . r . 9 
exponentiel; donc elle est transformée de Fourier-Borel d’un 
redé, et Yon ao = p-*7. 

Voici maintenant l’analogue du théoreme 3 : 


Tuéorème 4. — Toute solution f de l'équation p. * f = 0 (edb! 
donné + 0; fed) est adhérente à V(u). 

L’orthogonal de à + 46’ est évidemment l’espace des fed6 qui 
vérifient: u+f = 0. : tiré 

D’autre part, l’orthogonal de [V(u)|+ est l’adhérence V(u) de 
V(u); et il résulte de la proposition 9 que ces espaces sont iden- 
tiques. C.Q.F-Di 

Comme dans le cas réel, on peut se demander si tout sous- 
espace fermé invariant par translation de 36 est engendré par 
les exponentielles-polynômes qu'il contient; pour n= 1, la 
réponse est affirmative (Valiron, [32]; Voir aussi [27]). (’). 

Pour les équations avec second membre, on obtient le résul- 
tat très simple : 


Tutorime 5. — Pour ved’, u = 0, on a toujours : 1. x = H. 
D’après les propriétés des espaces (%), il suffit de vérifier : 

a) que l'application v > i. *y est biunivoque: c’est évident 
par transformation de Fourier-Borel. 

b) que (. + 36’ est faiblement fermé; c’est bien le cas, d’après 
la proposition 9. 


Exemple. — Si w est défini par un opérateur différentiel à 
coefficients constants, ou plus généralement un opérateur 
différentiel aux différences finies à coefficients constants, ce 
théorème montre : dans 46, on peut toujours trouver une solu- 
tion d’une équation différentielle aux différences finies à 
coefficients constants, avec second membre €96. 

Pour n= 1, le théorème 5 est dû à Muggli [23]. | 

Les théorèmes 4 et 5 se généralisent sans difficulté aux 


(7) Signalons (sans entrer dans les détails) que l’on peut en donner une démons- 
tration analogue à celle qui a été faite au § 2, n° 2. | 


ma ! 
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systèmes d’équations (avec des restrictions analogues à celles 
du paragraphe 4 et du chapitre 1, § 4): 


0 CP; 4) . ne: 
Soit ue d6 (notation évidente); on suppose v. de rang p; 


Tee Le or — 
_ a) Toute fe % qui vérifie u.«f = 0 est limite de combinaisons 
linéaires d’exponentielles-polynômes matricielles qui vérifient 
cette équation. 
AU NT TER q.) 1 
db) Quel que soit ge d6, il existe fe d6 et vérifiant u*f= g. 


- 


aelacit mot lib denis 
Tres eu 456, 4; ~ à 


iy #1 
LL Sie 


CHAPITRE III 


EQUATIONS ELLIPTIQUES 


§ 1. — Opérateurs différentiels. 


4. Dans tout ce chapitre, Q désignera une vartété indéfiniment 
différentiable, connexe, dénombrable à Vinfini; sa dimension sera 
désignée par n. 

Pour simplifier, Q sera supposée orientable et orientée (cf. 
remarque à la fin du $ 3). 

Un « espace fibré à fibre vectorielle sur Q », V, est un espace 
fibré indéfiniment différentiable de base Q, de fibre-type CP, 
de groupe structural le groupe linéaire complexe GL,(C) (les 
changements de carte sont donc définis dans la fibre par des 
matrices M, à coefficients indéfiniment différentiables). 

Si Q est une variété analytique-réelle, on définit de la même 
manière un « espace fibré analytique-réel à fibre vectorielle 
sur Q » (dans ce cas, les M; doivent être analytiques-réels). _ 

(On peut aussi prendre pour fibre R? au lieu de C?, et pour 
groupe structural le groupe linéaire réel GL,(R); suivant le cas, 
les M; doivent être indéfiniment différentiables ou analytiques- 
réels; les résultats que nous établirons seraient aussi valables 
dans ce cas, que nous appellerons « cas réel »). 

Soit V un espace fibré à fibre vectorielle sur Q; on sait 
(cf. [25], [31]) que l’on peut définir les « courants de degré m 
(m <n) sur Q à valeurs dans V » (il serait plus exact de dire : 
«courants sur © à valeurs dans le faisceau défini par V »). Pour 
simplifier les énoncés, nous préférons n’utiliser que les cou- 
rants de degré zéro, ce qui ne change évidemment rien à la 
généralité des résultats. Nous adopterons donc pour la notion 
d'espace fibré dual de V (noté V’) la définition suivante, légère- 
ment différente de celle de [31] : 
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Soit V" l’espace fibré à fibre vectorielle de base Q, de fibre C?, 
tel que GL,(C) opère dans V” par la représentation contra- 
r ° ne \ . n 
grédiente de celle par quoi il opère dans V; et soit /\ l l’espace 
des n-covecteurs tangents à V; on pose V’ = V"® AI. 


. . . Q 
Explicitement : si 0; et 0, sont deux cartes locales de Q, de 
coordonnées locales respectivement 2, ...,%, et y,,...,Yr 


telles qu’au-dessus de 0, (resp. 0), V soit identifié à 0, X C? 
(resp. 0, X C?), et si le changement de carte dans 0;n 6; est 


défini par M(x,, ...,x,), le changement de cartes dans V’ 
au-dessus de 0,0 0, est défini par Mi; — eS 'M;;’. 
Dp Srey 


On note py la projection de V sur 2. La dualité entre V et V’ 
s’effectue de la manière suivante: si a€V et a’eV’ ont même 
projection, il correspond canoniquement au couple (a, a’) un 
n-covecteur en py(a) sur (); désignons-le par d(a, a’); à une 
section continue f de V, et une section continue f’ de V, il 
correspond donc une n-forme différentielle d(f, f’) sur Q. Sup- 
posons, par exemple, f à support compact; on définit alors un 
produit scalaire entre l’espace des sections continues a support 
compact de V et l’espace des sections continues de V’ par la 


formule : (f, f’) = | d(f, f’)- 

Plus généralement, le dual d’un espace de fonctions diffé- 
rentiables sur V’ peut être interprété comme un espace de dis- 
tributions sur V (démonstration analogue à celles de [31]). Nous 
ne nous étendrons pas sur les détails. 

Voici les espaces que nous utiliserons : 

&(V) (*), espace des sections indéfiniment différentiables de Wi 

D(V), espace des sections indéfiniment différentiables à 
support compact de V. ee: 

8/(V), dual de &(V’), qui sera appelé « espace des distribu- 
tions à support compact dans Q, a valeurs dans V ». 


d'(V), dual de D(V’) qui sera appelé « espace des distribu- 
tions sur (, à valeurs dans V ». 


4 (8) Remarquons que cette notation est en contradiction avec une notation usitée 
. dans laquelle &(V) désigne l'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur V. 
‘Ine peut en résulter aucune confusion dans ce travail, (ou, par exemple, ce dernier 
espace serait noté 6y(V X C), ou, plus simplement, Sy). La même remarque vaut 


| pour les notations qui suivent. 
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On vérifie sans peine que les inclusions habituelles ont lieu; | 
on munit ces espaces des topologies habituelles; ils sont À 
réflexifs, les inclusions sont continues; enfin, 6(V) est un 
espace (7) réflexif. 

Nous utiliserons aussi l’espace A™(V) (m > 0) des sections à 
support compact de V qui sont « de carré sommable ainsi que 
leurs dérivées jusqu’à l’ordre m » (cela signifie que, sur tout 
compact d’une carte locale, une telle section est de carré 
sommable ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre m), et l’espace 
gm(V) des sections de V qui sont localement de carré sommable 


ainsi que leurs dérivées d'ordre < m. On munit {”(V) de 
: Cp, 1) 
la topologie de la convergence dans % au-dessus de toute 


carte locale de Q; la topologie de (V) est alors définie par 
une limite inductive (suivant le procédé déja employé dans 
les préliminaires). 

On désigne par £-"(V), (resp. R-™(V)) le dual de l’espace 
K"(V') (resp. £"(V’)) (al est immédiat que, pour m= 0, ces 
notations sont cohérentes avec les précédentes). 4 "(V) est 
l’espace des distributions sur V qui, au-dessus de toute carte 
locale de Q sont sommes de dérivées d’ordre < m de fonctions 
localement de carré sommable; et A~"(V) est le sous-espace 
de £-™(V) formé des distributions à support compact € LV) 
Pour mZ0, 4"(V) est un espace (3) réflexif. 

+o 


On pose enfin 9*(V)= LJ £"(V). 

Si © est un ouvert € Q, on désigne par &y(V)l’espace &[py'(0)|; 
de même pour X9(V) etc... 

Si K est un compact contenu dans ©, on désigne par Dx(V), 
&(V), He(V) l’espace des distributions à support compact € K, 
à valeurs dans V, et contenues respectivement dans D(V), 
&/(V), AV). 

Jix(V) est un espace de Hilbert. 


Proposition 1. — Soit K un compact € 0; pour tout entier m, 
l'injection de KX(V) dans ART '(V) est complètement continue. 

Supposons d’abord m > 0. Par une partition de l’unité, on 
se ramène au cas où V est de la forme O X C, O étant un 
ouvert ¢cR"; le résultat découle alors d’une variante du 
théorème d’Ascoli (voir, par exemple [34], p. 53). 
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Supposons maintenant m < 0; soit O’ un ouvert relative- 
ment compact contenu dans Q, avec K e 0’; de ce qui précède 
résulte par dualité que l'application (K5"(V)) > (Ho"* '(V))’ 
transposée de l'injection K5"""(V’) + Jt5"(V’) est complètement 
continue; mais JX(V) est canoniquement isomorphe à un 
sous-espace fermé de (Ji5"(V’))’, et la restriction de lappli- 
cation précédente à Ag(V) est l'injection HR(V)—JHK'(V): 
cette dernière est donc aussi complètement continue. 


2. Opérateurs différentiels. Soient V, et V, deux espaces 
fibrés à fibre vectorielle sur Q, de fibres-type respectivement 


C2 et C?. 


Dérinition 1. — Un «(V,, V.) opérateur différentiel » d'ordre 
< mest une application linéaire continue D : D'(V,) > D'(V,) 
qui possède les propriétés suivantes : 

19 Pour tout feD'(V,) et tout ouvert Oc Q, les valeurs de Df 
au-dessus de © ne dépendent que des valeurs de f au-dessus de 0. 

2° Tout point ref possède un voisinage ouvert 0 vérifiant les 
conditions suivantes: pv;(O) peut étre identifié à Ox Cf et 
py, (©) a & x Ce (Oc R"); alors, au-dessus de O, f peut être 

ACTED) 
identifié à une distribution jens, et l’on a: 
> Dh Eine 
Df= een non we. ODI 
(Pp, 1) 
avec aj, ...;,€ 6b- 

Si Q est analytique-réel, et si V, et V, sont des espaces 
fibrés analytiques-réels, on définit de méme Tes. «(Vig Va) 
opérateurs différentiels A coefficients analytiques » (les ay, ... jn 


devront étre analytiques quand les applications py, (0)—0 X C1 
et px: (0) +0 x CP sont analytiques). 

Nous désignerons dans toute la suite par D’ le transposé de D. 
D’ est un opérateur (V3) — D(V;); il se prolonge en un (Ye 
opérateur différentiel, qui sera aussi noté 15 

Nous allons chercher à généraliser les théorèmes 2 et 4 du 
chapitre 1 (ou, du moins, une partie des résultats qui y sont 
contenus); nous aurons besoin pour cela de quelques nouvelles 
notions. 
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Dérrnition 2. — Soit K un compact cQ, et D un (V,;Vs) 
opérateur différentiel sur 2; nous appellerons « D'-enveloppe 


réciproque de K » et nous noterons Kp: le plus petit ensemble 
fermé c() qui possède les propriétés suivantes : 


KeKp; et ue(V:), D'’ucK entraînent pc Kis 


Nous dirons que D’ vérifie la propriété (C) si la D'-enveloppe 
réciproque de tout compact est compacte et si D' est biunivoque. 
Nous dirons que D’ vérifie la propriété (B) si, quel que soit K 
compact c Q, D’&x(V,) est fermé dans &x(V;). 
La propriété (B) est équivalente à la suivante: D' est un 
homomorphisme 6%(V;) > &x(V;) (cf. préliminaires). 


Tutorime 1. — Si D’ possède les propriétés (C) et (B), quel 
que soit Vouvert relativement compact Oc Q), wl existe un ouvert 
relativement compact 0e Q, 050 qui possède la propriété 
suivante : 

Toute feb9(V,) et vérifiant Df = 0 est limite, dans &9(V,), de 
fonctions gébo(V,) vérifiant Dg = 0. 

De plus, on peut prendre pour © n'importe quel ouvert 


contenant (6 ) D'. 


DémonsTRATION. — Soit 0’ un ouvert relativement compact 


contenant (ô) p (puisque (C) est vérifié, un tel ouvert existe), 
et soit O, un ouvert relativement compact contenant 0’, 


Lemme. — Toute fe6a{(V,) vérifiant Df = 0 est limite dans O 
de fonctions géba(V,) vérifiant Dg = 0. 

Soit en effet y une distribution €69(V,) orthogonale à toutes 
les fonctions ge6,,(V,) qui vérifient Dg = 0; v est dans l’adhé- 
rence de D’&5(V,) (dans &5(V,)); puisque (B) est vérifié, il 
existe uebg(V.) tel que v= D’v.; mais alors, d’après la définition 
de (6), on a pc’, et par suite (f, v) = <(f, D’u) = (Df, u)=0 
d’ou le lemme. 

Considérons maintenant une suite d’ouverts relativement 
compacts, 0 = 0,c0,c---cQ telle que v0, =Q; et détermi- 
nons par récurrence une suite d’ ouverts relativements compacts 


a 
A 


0! tels que l’on ait : 0;_, e O! et (6) c O;. D’après le lemme qui 


ET) 


‘ 
le 
! 
od 
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précède, toute fonction fe6y(V,) vérifiant Df.—0 est 
limite dans 0; de fonctions f,,,¢6g:, ,(V.) vérifiant Df,., = 0. 

Par conséquent, si nous nous donnons une fonction fe&y(V,) 
vérifiant Df—0 et un voisinage fermé W de f dans &9(V,), 
nous pouvons déterminer par récurrence une suite de fonctions 
fi€bo:( V:) vérifiant Df, = 0, dont les restrictions à © sont 
dans W, et qui sur tout compact, convergent uniformément 
ainsi que toutes leurs dérivées vers une limite (pour cela, on 
peut procéder, par exemple, comme au chapitre 1, théo- 
rème 3); leur limite est une fonction gé69(V,) qui vérifiera 
Dg = 0, et dont la restriction à © est dans W, d’où le théorème. 


Remarque. — L’hypothése (C) n’est pas intervenue entière- 
ment (en particulier le fait que D’ est biunivoque de &’(V,) 
dans &(V;)); il suffit en fait de faire l'hypothèse suivante: 
quel que soit K compact € 0, il existe K’ compact contenu 
dans () tel que les propriétés veD’6’(V,) et veK entraînent 
l'existence de ueëk(V,) vérifiant D'u =v. Cette remarque est 
peut-être utile au cas où D’ n’est pas biunivoque. 


Tuéorème 2. — Si D’ vérifie les propriétés (B) et (C), on a: 

&(V,) = &(V,). 

Nous allons donner deux démonstrations de ce résultat; la 
premiére généralise celle du théoreme 3 du chapitre 1, l’autre 


celle du théorème 4 du chapitre 1. 


PREMIERE DEMONSTRATION. — &x(V;) et 6k(V:) étant, pour 
tout compact Kc, des duals d’espaces (3), les hypothéses 
entraînent que l'application D’: &(V.) > &(V,) a pour 
transposée un homomorphisme sur. En appliquant ce résultat 


a 


a K = 0, © un ouvert relativement compact € Q, on trouve: 
pour tout feë(V.), il existe ge6(V,) qui vérifie, dans ©, l’équa- 
tion Dg = f. 

Considérons maintenant une fonction fe6(V.), et montrons 
qu’il existe ge6(V,) vérifiant Dg =f. Pour cela, considérons une 
suite d’ouverts relativement compacts Ope Ope =, U0,=10 
et, pour chaque 0, déterminons un 0; correspondant, comme 
au théorème 1. Soit g; vérifiant Dg; = f dans QE dans Oi, ona 
D(gi.1— gi) = 0; on peut donc trouver, d’après le théorème 1 


une fonction h¢6(V,), vérifiant Dh, — 0, et approchant 


’ ? ¢ A } 
g., — g dans O; autant qu on veut; par récurrence, on peut 
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déterminer des h, tels que la série g= 8: + D (gi, —gi— hi) 


converge dans &(V,); l'on a Dg =f, d’où le résultat. 


DEUXIÈME DÉMONSTRATION. — I] suffit de prouver : 
a) que D’: &(V;) > &/(V,) est biunivoque; or c’est vrai par 
hypothèse. 


b) que D'&'(V;) est fermé dans &{(V;); soit B un ensemble 
faiblement compact quelconque dans &'(V;); montrons que 
Bn D'&/(V;) est fermé, ce qui entraînera le résultat. 


Toutes les distributions weB ont leurs supports dans un 


compact fixe K; on a donc, d’après la définition de Kp: 
Bn D’8’ (Vi) = Bn D’Z,,(V;) et BnD'E8 (V:) est fermé, 


puisque Ky est compact, d’où le résultat. 


Remarque. — La biunivocité de D’ et la propriété (B) sont 
évidemment conséquence de la propriété suivante : D’ a, dans 
tout ouvert relativement compact O un noyau élémentaire à 
gauche semi-régulier à droite, c’est-à-dire qu’il existe une appli- 
cation continue E’: &%)(V,) +9 (V:) vérifiant E’Du = y pour 
tout pebo(V;). 

Par exemple, si D est un système différentiel à coefficients 
constants vérifiant p—r (notations du chapitre 1, para- 
graphe 4), D’ sera biunivoque et possèdera la propriété (B). 

Les théorèmes 1 et 2 peuvent sans difficulté être étendus à 
d’autres espaces que l’espace 6. Voici par exemple un résultat 
que nous aurons à utiliser: 


Tuéorème 2. — Soient ket k’ deux entiers = 0; si D' vérifie (C) 
et si, pour tout compact KeQ, D'RX(V:) est contenu dans 
K(Vi) et y est fermé, on a: D&-*(V,) = Sa "tek 

(Comme plus haut, tout revient à démontrer que D’/K*(V,) 
est fermé; ou encore que, pour tout B faiblement compact 
cK (Vi), Bn D'R(V,) est fermé; d’après (C) il existe un 
compact K’tel que B n D’K*(V;) = B n DK (V,) d’où le résultat). 


$ 2. Équations elliptiques. 


4. Dérinrrion 3. — Un (V,, V.) opérateur différentiel D est 


dit elliptique (resp. analytique-elliptique) st feD'(V;) est une 
section indéfiniment différentiable de V, au-dessus de tout ouvert 


PORE © 
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où Df est une section indéfiniment différentiable de V, (resp. si D 
est à coeffitients analytiques, et si f est une section analytique 
de V, au-dessus de tout ouvert où Df est une section analytique 
de V.). 

Si D est elliptique, les distributions solutions de Df = 0 sont 
toutes des sections indéfiniment différentiables; désignons par 
H, l’espace formé par ces fonctions. 


Proposition 2. — D'(V,) et &(V,) induisent la même topo- 
logie sur Hp. | 

Considérons un ouvert relativement compact 0c; le dual 
de l’espace 95(Vi) (resp. Da(V:)) est un quotient de DNA 
(resp. ®'(V.)) que nous noterons F, (resp. F,); la transposée 
de l’application D’: D9(V.) > 29 (V;) est une application D”: 
F, — F,; soit N son noyau. 

Il existe une application canonique v: F,—>9(V,) (c’est 
la transposée de l'injection 1: De (Vi) >®a(Vj)); elle envoie N 
dans l’espace des fe®9(V,) qui vérifient Df =0, done dans 
&9(V,) d’après l’ellipticité. 

Montrons que l'application i’: N—& (V,) est continue : 
comme D (V,) est un espace (#) de Schwartz [11], N, muni de 
la topologie induite par F,, est le dual fort de D(V,)/N+, lequel 
est un espace (9) réflexif; d’autre part, &9(V,) est un espace (4); 
comme l’application i’: N > &9(V,) a son graphe fermé (évi- 
dent), il résulte du théoreme du graphe fermé qu'elle est 
continue. 

Démontrons maintenant la proposition 2: considérons 
des f,e Hp qui convergent vers zéro dans ®(V,); les images f; 
des f, dans F, sont dans Net y convergent vers zéro; d’après ce 


~ 


qui précède, les ¢(fi) tendront donc vers zéro dans &9(V,); et 
comme U (fi) est égal à la restriction de f,a ©, les f, tendront vers 
zéro dans &9( V,); comme cela a lieu pour tout ouvert relative- 
ment compact ¢®, il s'ensuit que les f, tendent vers zéro 
dans &(V,), d’où la proposition. . oe 

Nous voyons donc que, lorsque nous étudions les propriétés 
d’approximation des solutions d’une équation elliptique homo- 
gène, il n’y a pas lieu de distinguer entre l’approximation 
dans ® et l’approximation dans ©. 

Pour les équations avec second membre, on pourra souvent 


Ne = = T/ 
aussi déduire les théorèmes d’existence de solutions dans Ÿ 
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des théorémes d’existence de solutions dans &, grace au théo- 
rème suivant : 


Tuéorème 3. — Soit D un (V,, V.) opérateur différentiel 
elliptique; désignons par loc{D&(V,)| (resp. loc. [D®(V,)]) le 
sous-espace de &(V,) (resp. D'(V.)) formé des f qui vérifient la 
condition suivante : 

Pour tout point xeQ, il existe geb(V,) (resp. SY(V,)) tel que 
Dg=f dans un voisinage de x. 

On a Visomorphisme algébrique : 


loc [DE(V,)]/D8(V,) = loc [D9’(V,)]/D9(V,). 


Démonsrrarion. — Tout d’abord, si féloc[DD(V,)] est 
indéfiniment différentiable, tout g vérifiant Dg = f est indéfi- 
niment différentiable, puisque D est elliptique; donc l'appli- 
cation r :loc D&(V,)/D&(V,)—loc D[9’(V,) |/D9’(Y,), quotient de 
l'injection loc{D&(V,)]—loc|D2(V,)|, est biunivoque. 

Montrons que r est une application sur, ce qui démontrera 
le théorème. Soit feloc|D’(V,)|; il existe un recouvrement 
localement fini {0;} de Q par des ouverts 0; relativement 
compacts et des ge (V,) qui vérifient Dg, = f dans 0;; soit } æ;} 
une partition de l’unité indéfiniment différentiable subordonnée 
à {0,{, et soit h = Doug: 

f—Dh est indéfiniment différentiable et est de plus dans 
loc|D&(V,)|: car, dans 0;, on a 


f—- Dh = Dg, — Dh = D[da(gi — gi) | 


et g — g; est indéfiniment différentiable dans 0; n 0;, puisqu'il 
y vérifie D(g; — g;) = 0. 
Donc, f est dans loc|D&(V,)] + DD'(V,), d’où le théorème. 


CoroLLaiRE 1. — Si D est elliptique, et vérifie D&(V,) = 6(V,) 
et si l’on a: loc D?D(V,) = D'(V,), alors DD'(V,) = D'(V,). 


CoroLLAIRE 2. — Si D est elliptique et vérifie DD'F(V,)=DE(V,), 
on a D&(V,)—&(V,) et DD'(V,) = D'(V;). 

Tout d’abord, pour tout fe&(V,), il existe geD''(V,) qui vérifie 
Dg =f; alors g est indéfiniment différentiable d’où la formule 
D&(V,) = &(V,). D’autre part, toute feD'(V,) est localement 
dans 9’*(V,); on a donc loc DD'(V,) = D'(V,), et il suffit d’ap- 
pliquer le corollaire 1. 
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2. Equations analytiques elliptiques. — Si D’ est analytique- 
elliptique, la théorie faite au § 2, se simplifie, du fait que la 
condition (C) est toujours vérifiée comme nous allons le voir. 
Pour commencer, donnons encore une définition : 


DÉFINITION 4. — Soit Q une variété qui, dans tout ce 
numéro sera supposée non compacte et soit À un sous- 
ensemble de 2; décomposons [ À enses composantes connexes ; 
les unes, B;, sont relativement compactes, les autres Bj ne le 
sont pas. On appellera « enveloppe de A dans Q » et l’on dési- 
gnera par À l’ensemble: A u (UB) (*). 

i 


Lemme 1.— Si A est fermé (resp. compact), A est fermé (resp. 
compact). 

Si A est fermé, les B; et les Bj sont des ouverts; le comple- 
mentaire de A est U Bj, qui est ouvert, donc A est fermé. 


J 
Supposons A compact, et soit V un voisinage compact de A; 
F désigne la frontière de V. Les B; forment un recou- 
vrement ouvert du compact Fn A; done Fn A est recouvert 
par un nombre fini d’entre eux, soient B,, ..., Bi,; si 
if~l,; ..., lu Bi) qui est disjoint des B;, ne peut rencontrer 
F; comme B,; est connexe et adhérent à A, ona: B,c V. 
Finalement, Ac VuB,,u--- u Bi, et A est compact. 


Lemme 2. — Si A est ouvert, A est ouvert, et c’est la réunion de A 
et des sous-ensembles de [ A, à la fois ouverts et compacts dans [ AS 
Compactifions 2 en lui ajoutant un point à l'infini, noté «0. 
[A u {oo{ est compact; dans [ A u {æ},la composante connexe 
de oo est [A U { co } ; or on sait que, dans un espace compact, 


la composante connexe d’un point est compacte, et que c’est 
l'intersection des ensembles à la fois ouverts et fermés qui 
contiennent ce point; d’où le résultat. 


Dérinrrion 5. — Un opérateur différentiel D est dit posséder 
la propriété (A) si la condition suivante est vérifiée : 


(2) Les « enveloppes » qui sont définies ici ont été considérées par GROTHEN- 
precx [10], afin précisément de trouver des propriétés d’approximation des solu- 
tions des équations elliptiques homogènes. 
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(A) pour tout ouvert connexe © c Q, les hypothèses : 

1° feD'(V,) est nul sur un ouvert "EI 

2° Df = 0 
entrainent f = 0. 

Un opérateur elliptique vérifiant la propriété (A) est dit 
« A-elliptique ». 

Il est évident qu’un opérateur analytique-elliptique vérifie 
(A); et qu’un opérateur elliptique et analytique-elliptique est 
A-elliptique. 

Si D’ vérifie (A), il est évident que l’on a, pour tout compact 


Ket) koe K et qu’en outre Q étant non compacte, D’ est 


biunivoque &(V,) ~6'(Y;). 
Par conséquent, en appliquant le lemme A: 


Proposition 3. — Si D’ vérifie (A), D’ vérifie (C). 


Proposition 4. — Si D’ vérifie (A) et (B), et si O est un 
ouvert c Q égal à son enveloppe Ô, toute feba(V,) vérifiant Df= 0 
est limite de gito(V,) vérifiant Dg, = 0. 

Il suffit de démontrer que, pour tout ouvert relativement 
compact 0,, 0, c0, f est limite, dans &9(V.), de gkéa(V) qui 
vérifient Dg; = 0; or, cela résulte du théorème 1 et de la for- 
mule : 


a 


(3,) a Oh 


La proposition qui suit va nous permettre d’établir une réci- 
proque de la proposition 4. 


Proposition 5. — Si D est elliptique et s’il opère biunivo- 
quement de D(V,) dans D(V.), 69(V,) et 65(V:) induisent la même 
topologie sur le sous-espace de 63(V,) formé des solutions de 
l'équation Df = 0. 

Sinon, il existerait une suite de fonctions f¢69(V,), Dfi = 9 
qui tendraient vers zéro dans 9(V,), mais non dans 63(V,); 
soit K un compact cOn Le, ouvert dans [e, tel que les fi ne 
tendent pas vers zéro dans 6 9yx(V,); d’après la proposition 2, 
les f, ne tendent pas vers zéro dans {3yx(V,); en multipliant au 
besoin les f, par des constantes, on peut supposer la suite f 
bornée dans {dyx(V,); elle sera alors (prop. 2) bornée dans 
Goux(V,), donc relativement compacte dans &yyx(V,) (théorème 


PS 
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d’ Ascoli) ; elle a done un point adhérent # 0 dans &sux(Vi) 
soit f: et l’on a: feDx(V,), Df = 0, f -£ 0, ce qui est absurde. 


CorozLatre. — Dans les hypothèses de la proposition 5, pour 
que la fonction fe (V,) vérifiant Df = 0 soit limite dans &9(V,) de 
fonctions €Hp, il est nécessaire que f se prolonge en une fonction 
fe&5(V,) vérifiant Df =0 (ce prolongement est d’ailleurs unique, 
s’il existe). 

Dans certains cas, (nous en verrons des exemples dans le 
numéro 3 de ce $, et dans le § 3), on pourra montrer que, si 
0 + 6, il existe toujours une solution dans &9(V,) de l'équation 
Df = 0 qui ne peut pas être prolongée de cette manière; nous 
aurons ainsi obtenu une généralisation du théoréme de Runge, 
et du théorème d’approximation des fonctions harmoniques : la 
condition nécessaire et suffisante pour que toute solution de 
l'équation Df = 0 dans un ouvert 0 soit limite de fonctions €Hp, 


est que l’on ait O = 6. 


3. Cas des équations a coefficients constants. 

i) Cas d’une équation (p = q = 1)i 

Soit D un opérateur différentiel a coefficients constants 
(sur R") et E une solution élémentaire de D; en dehors de 
l'origine, on a: DE = 0; done, si D est elliptique (resp. analy- 
tique-elliptique), E sera une fonction indéfiniment différen- 
tiable en dehors de l’origine (resp. analytique en dehors de 
l’origine). Réciproquement, si D possède une solution élémen- 
taire indéfiniment différentiable (resp. analytique) en dehors 
de l’origine, on sait (voir p. ex. [29]) que D est elliptique (resp. 
analytique-elliptique); donc : 


Proposition 6. — Soit D un opérateur différentiel à coeffi- 
cients constants. Pour que D soit elliptique (resp. analytique- 
elliptique) ; il faut et il suffit que D possède une solution élémen- 
taire indéfiniment différentiable (resp. analytique) en dehors de 
l’origine. 

En particulier, « D analytique-elliptique » entraîne « D ellip- 


tique ». 


Ce dernier résultat est bien connu (mais à l’aide de considé- 
rations beaucoup plus difficiles que celles faites ici). Un théo- 
rème de Petrowsky [24] affirme en effet que les opérateurs 
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analytiques-elliptiques d’ordre m a coefficients constants sont 
ceux qui peuvent s’écrire : 


m 


D= Ya; 4 7 7 + termes d’ordre <m 
à "Ox! sisi Orin 
avec la condition: Ja,...,fï...En—0, & réels, entrainent 
z=... =,=0. Et l’on sait [14] que de tels opérateurs 


ont une solution élémentaire indéfiniment différentiable en 
dehors de l’origine (au moins locale, ce qui suffit pour montrer 
qu’ils sont elliptiques). 

Pour les équations elliptiques, une caractérisation analogue 
au théorème de Petrowsky a été obtenue récemment par 
Hérmander dans sa thèse [41]. 

Le théorème 4 du chapitre 1 admet, pour les équations ellip- 
tiques, les compléments suivants : 


PROPOSITION 7. 
a) Si D est elliptique, les propriétés 1°, 2°, 3° du théorème 4, 
chapitre 1 sont équivalentes à la suivante : 


! ay! 
DD = Do. 


b) Si D est analytique-elliptique, les propriétés précédentes sont 
vérifiées pour tout ouvert 2c R*. 

a) est une conséquence immédiate du théorème 3, corollaire 2. 

b) Si D est analytique-elliptique, D'(— D dans la notation 
du chapitre 1) est aussi analytique-elliptique; done D’ vérifie 
la condition (C) et (C) est équivalent à la propriété 39). 


Proposition 8. — Soit 2 un ouvert € R", et © un ouvert <Q; 
soit D un opérateur différentiel à coefficients constants analy- 
tique-elliptique de degré >1. Pour que tout feëa vérifiant 
Df = 0 soit limite de g6o vérifiant Dg, = 0, il faut et il suffit 
que l’enveloppe de © dans Q soit égale à ©. 

La propriété est suffisante, d’après la proposition 4 (la condi- 


tion (B) est vérifiée, puisque D’ possède une solution élémen- 


taire). La propriété est nécessaire : supposons en effet © £ 6, 
soit x un point «On Le, et soit f une solution (dans R") de 


l'équation Df= à, (f est la translatée d’une solution élémentaire 
de D); la restriction f, de f à © est indéfiniment différentiable, 


et vérifie Df, = 0; mais, elle ne peut pas être approchée par des 


i 
| 
| 
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solutions dans &Q de l’équation (sinon, d’après le corollaire de la 
proposition 5, il existerait un prolongement f, de f, à O vérifiant 
Df, = 0; si Pon désigne par K un compact contenant x, 
contenu dans 0 n Le, et ouvert dans [ 9, la restriction de fof, 
à un voisinage de K contenu dans Ou K, est une distribution 
geër, et vérifiant Dg = ¢,, ce qui est impossible parce que 
D est de degré > 1, comme on le voit immédiatement par trans- 
formation de Fourier). 

ii) Cas d’un système pour lequel p = q. 

Si D est une matrice différentielle à coefficients constants de 
type (p, p), pour que D soit elliptique, (ou analytique-ellip- 
tique) il est nécessaire que l’on ait r = p; sinon, il existerait 
une matrice différentielle P 0 du type, (p, 1) vérifiant DP = 0. 

Il existe donc une solution élémentaire bilatére E (chapitre 1, 
proposition 6); comme c’est une solution élémentaire à droite, 
elle est indéfiniment différentiable en dehors de l’origine 
(resp. analytique en dehors de l’origine); et alors D’ est ellip- 
tique (resp. analytique-elliptique) en méme temps que D, 
car E est une solution élémentaire à gauche de D”. 

On généralise alors sans difficulté les propositions ÉRES: 
(Dans la proposition 6, il faut remplacer « solution élémentaire » 
par « solution élémentaire à droite ou à gauche ».) 

iii) Cas d’un système pour lequel p # 4. 

Si D est elliptique (resp. analytique-elliptique), on a néces- 
sairement q = r (même raisonnement qu'en ii), donc D possède 
nécessairement une solution élémentaire à gauche; il serait 
intéressant de savoir s’il possède nécessairement une solution 
élémentaire à gauche indéfiniment différentiable (resp. ana- 
lytique) en dehors de l'origine. Donc: st D’ est analytique- 
elliptique, il vérifie (B) et (A) pour tout ouvert Qc R"; on aura 


@) @1) l ea ees 
donc: D&o = 6g; et aussi, (comme on le vérifie aisément) : 
(q ‘) (Pp, 1) ~ x 3 aS : à 
DDG = DG; si, en outre, D’ possède une solution élémentaire à 


gauche E analytique en dehors de l’origine, D possèdera une 


solution élémentaire à droite analytique en dehors de l’origine, E, 


et l’on aura aussi: 
(a) Cp) 
Do = Va 
(Ce dernier résultat se prouve à l’aide d’une variante du théo- 
22 
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rème 3: soit {O,{ un recouvrement localement fini de 2 par des 
ouverts 0, relativement compacts dans (), soit {a;{ une partition 
de Vunité indéfiniment différentiable subordonnée a ce recou- 


vrement, et soit, pour tout 1, 8; fonction €Do, égale à 1 sur Oj; 
CP “ds . . . 
ceci posé, soit f une distribution EDo, et soit g, = restriction 


à Q de Ex6f; dans 0,00), on a gi— gj = Ex (8if— Bil), et 
comme $,f—{jf est nul dans 0; n 0, (gi— gj) sera indéfiniment 
différentiable dans 0, n 0;; alors, si l’on pose h= dag, f—Dh 
sera indéfiniment différentiable, d’où le résultat.) 


$ 3. Équations de Petrowsky. 


4. Nous garderons dans tout ce paragraphe les notations de 
la définition 1; en particulier, D désigne un (V,, V.) opérateur 
différentiel, V, (resp. V.) étant un espace fibré a fibre vecto- 
rielle de base Q, et de fibre C1 (resp. C?). On désigne par m 
l’ordre strict de D. 

DériniTion 6: 

a) D sera dit «opérateur de Petrowsky» (ow: du type (P))si p=q 
et si, au-dessus de toute carte locale, Ô, les aj,...;, vérifient la 
condition suivante: (P) Pour tout point (x,,..., z,)€O, et tout 
système de nombres réels non tous nuls E,, ...,E,, la matrice 

(2 aies a) BE «+ Be) 
jess jn=m 
est de rang égal à p (= q) 

b) D sera dit du type (PA) s’il vérifie les conditions (P) et (A). 
(En particulier, un opérateur du type (P) analytique-elliptique 
est du type (PA)). | 

« D du type (P) » équivaut à « D’ du type (P)» (évident). 

Les résultats qui suivent sont plus ou moins classiques (voir 


notamment [8°“]). Une démonstration courte et élégante en 
a été donné récemment par Lax [15°]. 


Proposition 9. — Soit D un (V,, V.)-opérateur différentiel — 


d'ordre m du type (P), et soit k un entier (20); tout point de Q 
possède un voisinage © tel que l'application D: K5™*(V,)>K5( V2) 
soit un isomorphisme (dans). 


eae QUE er ait Co ot + 
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_ THÉORÈME 4, — Soit D un (V,, V,)-opérateur différentiel 
d'ordre m du type (P). Pour que Df(fe®’(V,)) soit dans 4"(V,) 
il faut et il suffit que f soit dans 4”~ *(V,). a 

En particulier, D est elliptique. 


COROLLAIRE. — Un (V,, V,)-opérateur différentiel à coefficients 
analytiques du type (P) est analytique-elliptique (et, en particulier, 
est du type (PA)). 

Il résulte en effet d’un théorème classique de Petrowsky [24] 
que, toute solution ge (V,) de l'équation Dg = f est analy- 
tique au-dessus de tout ouvert € où f est analytique et g 
assez différentiable; or, d’après le théorème 4, si f est analy- 
tique, g est indéfiniment différentiable. 


Remarque. — II serait intéressant de savoir si la condition (P) 
entraîne toujours la condition (A), même si l’on ne suppose 
pas les coefficients analytiques; pour n= 2, p= 2,m=1 une 
réponse positive partielle a été donnée par Carleman [6] (elle 
est à la base de la théorie des fonctions « pseudo-analytiques »; 
voir à ce sujet Vekoua [33], et l’article de Bers dans [35]). 
Des résultats plus généraux ont été annoncés récemment par 
Aronszajn [1]. 

Il serait aussi intéressant de savoir si, au cas où p = 1, 
« D analytique-elliptique » entraine « D du type (P) »; pour les 
équations à coefficients constants, la réponse est positive, 
comme on sait (Petrowsky [24] (**))e 

La proposition suivante joue un réle fondamental dans le 
reste de ce chapitre; sa démonstration est inspirée d’un 
raisonnement employé par Garding dans ’étude du problème 


de Dirichlet [9]. 


Proposition 10. — Soit D un (V,, V.)-opérateur différentiel 
d'ordre m du type (P); pour tout entier k(Z0) et tout compact 


(19) Voici, pour p 1, un contre-exemple immédiat : prenons 
Ora, V, = V, = l’espace des r-covecteurs tangents à R" 


(8(V,), par exemple, est alors l’espace des formes différentielles de degré r sur Re 
à coefficients indéfiniment différentiables) ; munissons R" d’une métrique riemanienne 
par exemple Udz?, et prenons pour D Vopérateur dd + c, ¢ une constante 0 a 
r 0, D n'est pas du type (P) (od n’est même pas elliptique, puisque d ne Vest 
pas); mais D est analytique-elliptique puisque (do + ce) (0d + c) =cA + c? est 
analytique-elliptique ! , 
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K <Q. D est un homomorphisme de Kx**(V,) dans KX(V,), et 
le noyau de cet homomorphisme est de dimension finie. 

Soit en effet $O0,{ un recouvrement localement fini de Q par 
des ouverts relativement compacts 0; qui vérifient les conclu- 
sions de la proposition 9, et soit (a! une partition de l'unité 
indéfiniment différentiable subordonnée à ce recouvrement. 
Les KS(V,) sont des espaces de Hilbert, soient (,)9, des pro- 
duits Scalaires hilbertiens correspondants; il est évident que, 
sur KE(V.), qui est un espace de Hilbert, on peut prendre 
comme produit scalaire hilbertien : 

(F, gx = Lat, %8)o- 
(Puisque K est compact, tous les termes de cette somme sont 
nuls, sauf un nombre fini). 

D'autre part, étant donné la manière dont ont été choisi 


les ©, on peut prendre comme produit scalaire hilbertien 
sur 43~*(V,) l'expression (Df, Dg), et sur ag (NG 


(f, 2)n-k= (Daf); D(a:g))o;- 


On a alors: 
(Df, Dg). = Z(aDf, zDa)o, 
a ( ; 3 + Z(&Df— D(a;f), aDg)g, 
+3(D(af), «Dg—D(«g))o- 
Les opérateurs différentiels 
f—>«Df—D(f) et g—aDg—D(ag) 
sont d’ordre <m; d’après la proposition 1, ils sont donc 


complètement continus de Ay *(V,) dans RE(V,); par suite, 
on a: 


(Df, Deg), = (f, Dex à SKF, Lig)x + Y(Lif, Kig)x 

les K, et les K! (resp. les L; et les L;) étant complètement 
continus (resp. continus) de #x°*(V,) dans Ky(V,). Le résultat 
découle alors du 

LEMME. — Soient H, et H, deux espaces de Hilbert, de produit 
scalaire respectivement ( , ), et ( , )a; soient D, L, Li 
(resp. K;, Kj) des applications linéaires continues (resp. complè- 
tement continues) de H, dans H,, qui vérifient la formule: _ 


(Df, Dg). = (f, gh + X(Kif Lig), +S (Lif, Kig).- 


à 


a. roue à 
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Alors, D est un homomorphisme de H, dans H, et son noyau est de 
codimension finie. 

Soient D*, L?, KŸ* respectivement les opérateurs H,— H, 
adjoints de D, L,, K;. L’opérateur H,— H, : 


D*D — > LI K,;— > KiL*; 
est application identique I, car 
(D'Df—XLKif—2K PL, 8) = (f 8)s- 


Comme g=SLiK;+)K*L; est complètement continu, 
D*D = I+ q a pour image un sous-espace fermé W de codi- 
mension finie de H,; en vertu des inclusions Wc D*H, € H,, 
D*H, sera aussi fermé et de codimension finie, d’où le lemme 
en transposant. 


2. Cas des variétés non compactes. 


Taéorème 5. — Si D est un (V,, V.) opérateur différentiel 
d ordre m et si D’ est du type (PA), on a; 


DAV) =2-"(V,);  DE(V,) =8(V.); DIV.) =D (V,). 


En effet D’ vérifie (C) d’après la proposition 3; le théorème 2 

et la proposition 10 montrent alors que l’on a; 

DEV P= Ns) 
d’où 

DV) = DNs) 
D, étant du type (P), est elliptique (théorème 4); d’après le 
corollaire 2 du théorème 3, on a donc: Dé(V,) = &(V.) et 
D9(V,) = 9(V,)- 


Tuéorème 6. — Si D est un (V,, V.)-opérateur différentiel, 
et si D’ est du type (PA), pour tout ouvert OQ égal à son enve- 
loppe, tout febo(V,) vérifiant Df = 0 est limite de g:e6(V,) vérifiant 
De —0"(Le. g€Hp). 

Si, en outre D vérifie aussi (A), est d'ordre > 1, et st O € Q est 
un ouvert différent de son enveloppe, il existe une fonction febg(V;) 
vérifiant Df = 0 qui n'est pas limite de gic. sie 

En effet, de D&(V,) = E(V;), on déduit (préliminaires) que 
D'&(V;) est fermé, done que (B) est vérifié. La première 
assertion résulte alors de la proposition 4. 
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Pour démontrer la deuxième, il suffit, d'après la proposi- 
tion 5 (''), de trouver une fonction fe6o(V,) vérifiant Died 
et qui ne peut pas être prolongée en une fonction fe65(V.) 
vérifiant Df = 0. 

Soit b un point EÔ n (9, soit à, une mesure €6’(V,) dont le 
support se réduit à b, soit fe2'(V,) une solution de l'équation 
Df, = à,, et soit f la restriction de f, à 0; f vérifie bien Df = 0; 
mais elle ne peut pas étre prolongée en une fonction fe6o(V.) 
vérifiant Df = 0. Supposons en effet le contraire: soit K un 
compact © dn Lo, ouvert dans 6, beK; et soit O,c Ku © un 


voisinage de K; la restriction de f—f, à O, est une distribution h 
à support compact dans K; comme elle vérifie Dh = — 4, et 
que D vérifie (A), le support de h est réduit à b; mais alors, DA ne 
peut être somme de dérivées d'ordre < m de mesures dont le 
support se réduit à b (comme le montre un raisonnement élé- 
mentaire); donc, puisque m > 1, on ne peut avoir Dh = à, ce 
qui démontre le théoreme. 


3. Cas des variétés compactes. 

Si D est du type (P) et si ( est compacte, D sera, par exemple, 
un homomorphisme ‘i”(V,) — A°(V,), et son noyau N sera de 
dimension finie, r; d’après l’ellipticité de D, N sera aussi le 
noyau des applications D : D(V,) > 9(V,) et D : D'(V,)—D'(V;). 
Montrons que ce sont des homomorphismes; soit N’, de dimension 
r le noyau de D’, et soit W = DX"(V,); D applique D(V,) sur 
D(V.) n W, qui est fermé dans ®(V.), donc cette application 
est un homomorphisme; ®(V,)n W est de codimension re 
car son orthogonal est N’. 

De même, D’ est un homomorphisme ®(V;)—#(V;) 
(de noyau N’); en transposant: D est un homomorphisme 
d(V,)—®(V,) (faible, donc fort d’après le théorème du 
graphe fermé), et D9’(V,) a pour orthogonal N’; finalement : 


PROPOSITION 11. — Si Q est compacte, et si D est du type (P), 
l'application D: D(V,)—®D(V.) est un homomorphisme, le 
noyau étant de dimension finie r, et l’image (fermée) de codi- 


(1!) Puisque D vérifie (A), D est biunivoque de D(V,) > D{V:) : la Dropesition 5 


s’applique donc. 


Aim 


eye 
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mension finie r'. Même résultat (avec les mêmes r et r') pour 
l'application D: D'(V,) ~ D'(V,) (*). 

Souvent, D est un (V,, V;) opérateur différentiel; dans ce 
cas, D’ est aussi un (V,, V;) opérateur différentiel; si D = D”, 
on aura donc r = Fr". 

Si D est un (V,, V;) opérateur différentiel, si l’on est dans le 
« cas réel », et si D est défini-positif c’est-à-dire, si, pour tout 
feD(V,), fF 0, on a (Df, f)>0, on aura r—r —0. Pour 
l'étude des (V,, V;) opérateurs différentiels sur une variété, 
(compacte ou non) et des problèmes aux limites liés à ces opé- 
rateurs, nous renvoyons à [18]. 

Remarque : Variétés non orientables. 

Si © est une variété non orientable, on peut aussi définir des 
espaces fibrés à fibre vectorielle sur O, et des (V,, V,) opérateurs 
différentiels sur 2. Leur théorie se ramène immédiatement a 
la théorie analogue, faite sur le revêtement orientable d’ordre 2 
de Q. 

On peut aussi procéder directement: il faudra pour cela 
modifier un peu la définition de l’espace fibré dual d’un espace 
fibré V, de manière qu’à une section de V et une section de V, 
corresponde une n-forme différentielle d'espèce impaire [25], 
que l’on pourra intégrer sur Q; et tous les raisonnements faits 
ensuite sont encore valables, sans changement. 


§ 4. — Exemples et applications. 


Seules seront données ici quelques applications immédiates; 
des résultats plus complets sur les variétés analytiques-réelles 
seront publiés ultérieurement. 


4. Surfaces de Riemann. | 
Une surface de Riemann Q est une variété analytique 

; : : ; 
complexe connexe à une dimension complexe; on sait qu une 


(!2) Comme me l’a signalé M. Schwartz, la proposition 10 peut se démontrer sous 
les seules hypothèses : D est elliptique, loc DD'(V,) = D (V.). En effet : 

a) N est de dimension finie : car, les topologies définies sur N par & (Vi) et D'(Vi) 
coincident, donc l'application identique N> N est complètement continue (i. e. 
tout voisinage de zéro est relativement compact). #2 Fe 

b) De la formule D = & + D® (théorème 3) il résulte que l’application 1 RD 
8 @ D > D' est sur; on applique alors un théorème de complète continuité ane 
logue a [30], corollaire du théoréme 2, et l’on trouve que D9'(V,) est fermé et de 
codimension finie. 
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telle surface est dénombrable à l’infini (théorème de Rado). 

On prendra ici V, =  X C; si f est une fonction indéfini- 
ment différentiable sur Q (ce qui équivaut a: fe6(V,)), sa 
différentielle df se décompose en une forme d’f de type (1, 0) et 


une forme d'f de type (0, 1) (localement : df= Ch az ia pf — tee 
voir par exemple [4], [31]). se 2 

L’espace des formes de type (0, 1) sur Q a coefficients 
indéfiniment différentiables est évidemment lespace des 
sections d’un espace fibré V, à fibre vectorielle sur Q; 
l'opérateur d’ est un (V,, V,) opérateur différentiel; on sait 
qu’il est du type (PA), ainsi que son transposé; d’autre 
part, les solutions de d’f = 0 sont exactement les fonctions 
holomorphes sur (2; en appliquant le théorème 6, on retrouve 
donc le résultat suivant, dû à Behnke et Stein [1°"]: 


Tutorime 7. — Soit Q une surface de Riemann connexe non 
compacte, et O un ouvert <Q; pour que toute fonction f holomorphe 
sur Ô puisse être approchée par des fonctions holomorphes 
sur Q, il faut et il suffit que O coincide avec son enveloppe (1.e. que 


NE 
Le n’ait pas de composantes connexes compactes). 


Rappelons les principales conséquences de ce résultat : 

19 Sur toute surface de Riemann connexe non compacte, il 
existe une fonction holomorphe non constante (« conjecture de 
Carathéodory »). Il suffit, par exemple d’appliquer le théo- 
rème 7 à O = un petit disque, et f= une coordonnée locale 
sur O. 

20 Toute surface de Riemann connexe, non compacte est une 
vartété de Stein. 

Il suffit de montrer ([4], [5]): 

a) que, étant donnés deux points x et y de Q, il existe une 
fonction holomorphe qui vérifie g(x)  g(y); pour le voir, il 
suffit d'appliquer le théorème 7 à © = 0, u ®,, 0, = petit disque 
contenant x, O, = petit disque contenant y, 0,n0, = 59 
et f égal à 0 sur O, et à 1 sur O,. , 

b) que, pour tout point xe), il existe une fonction holo- 
morphe sur ( qui soit une coordonnée locale en x; pour le voir 
il suffit d’appliquer le théorème 7 à O = un petit disque conte- 
nant +, et f = une coordonnée locale sur ©. 

c) que, pour tout K compact contenu dans Q, l’ensemble K’ 


M 
| CE 


—— 


ee 
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des points wef) qui vérifient, pour tout f holomorphe 
sur () 
\f(x)|<sup| f(y)| 
K 


yE 


est compact; or, il résulte aussitôt du théorème 7 que K’ est 
> . 

contenu dans l’enveloppe de tout ouvert relativement compact 

contenant K, donc est compact (et même égal à K). 


2. Variétés analytiques-réelles. 

Plaçons-nous dans le cas où { est une variété analytique- 
réelle, non compacte. Supposons que soit munie dun ds’ 
compatible avec sa structure analytique-réelle. 

Soit ®? l’espace des formes différentielles de degré p à coeffi- 
cients indéfiniment différentiables; si V? est l’espace des 
p-covecteurs tangents à (), ona: 2? — &(V?). 

On considère sur ( les opérateurs habituels d, d, À = do + dd 
[25] (‘°); quelque soit p, À est un opérateur D? > Dr du type (PA); 
donc si l’on appelle « harmoniques » les formes différentielles « 
qui vérifient Ax = 0, on aura, en appliquant les théorèmes 


Beet) 6: 


Tutorime 8. — Soit Q une variété analytique-réelle non 
compacte munie d’un ds analytique. 

a) Quel que soit p, ona: AD? = dr Méme résultat en remplaçant 
®? par l’espace des formes différentielles de degré p à coefficients 
distributions (i.e. par l’espace des courants de degré p). 

b) Soit © un ouvert < A; pour que toute p-forme harmonique 
sur © soit limite de p-formes harmoniques sur Q, il faut et il 
suffit que O coincide avec son enveloppe. 

De a) résulte, en particulier, que toute forme ae)? peut 
s’écrire sous la forme dé + dy, Bed", ye?” ’. Toujours dans 
les mêmes hypothèses, soit ZP(Q) l’espace des p-formes @, à 
coefficients analytiques qui sont d-fermées (c’est-à-dire 
vérifient dx — 0); et soit B?(0) l’espace des p-formes qui 
sont des d-bords analytiques, c’est-à-dire qui peuvent 
s’écrire sous la forme df, 6 étant une (p-1)-forme à coefficients 


analytiques. 


_ (13) L’opérateur noté 5 dans cet ouvrage est ici noté à. 


346 BERNARD MALGRANGE 


Proposition 12. — Dans les hypothéses du théorème 8 
Z"(Q)/B"(Q) est canoniquement isomorphe à H?(Q, C), p-ième 
espace vectoriel de cohomologie de Q à coefficients complexes. 

Grâce au théorème de de Rham, il suffit de montrer : 

a) Que toute p-forme d-fermée à coefficients indéfiniment 
différentiables est d-homologue à une p-forme d-fermée à 
coefficients analytiques. 

b) Que toute p-forme à coefficients analytiques qui est 
d-bord d’une forme à coefficients indéfiniment différentiables 
est d-bord d’une forme à coefficients analytiques. 

a) Soit «ed vérifiant da — 0; d’après le théorème 4, il 
existe Bed" et yeb?*" tels que à = dé + dy done « Ady=a'. 

Montrons que 4! est à coefficients analytiques : 


do == du; da’ = vy = 0 


donc Aa’ = 0, et & est harmonique, donc analytique. 

b) Soit ae’, à coefficients analytiques, vérifiant « = df, 
Bedr-'; on peut écrire 6 = dy + dy. Alors, « = doy’ ou, si l’on 
pose B’= dy’, «= df. Montrons que 8’ est à coefficients 
analytiques : 


Ap’ = do’ + adB’ = dody" + da = da 


et comme dc est analytique, f/ est aussi analytique. 

On démontrerait de la même manière le résultat suivant: soit 
®? l’expace des formes différentielles € d? qui sont harmoniques 
et sont d-bords; soit Z le sous-espace de ©’? des formes qui sont 


d-fermées, et soit B? = dd"; alors, on a: HP(Q, C) = Z?/B”. 


Remarque. — Si Q est une variété analytique complexe non 
compacte munie d’une métrique kahlérienne analytique- 
réelle, si l’on désigne par d”* l’espace des formes différen- 
tielles de type (p, q), on sait que À opère de ®4 dans 04, et 


que, d’autre part, = A = do" + o’d'; d’après le théorème 8, 


a 
on aura alors: Ad?’ = #1; en raisonnant ensuite comme 
dans la proposition 12, on trouvera que la d’-cohomologie peut 
se calculer avec les formes différentielles 4 coefficients analy- 
tiques réels, ou avec les formes différentielles harmoniques et 
d'-bords. 
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§ 5. — Noyaux élémentaires. 


Tous les espaces vectoriels topologiques considérés ici seront 
supposés complets. Rappelons d’abord rapidement quelques 
notions sur les produits tensoriels topologiques et sur les 
noyaux-distributions [10], [12], [13], [29]. 

Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques localement 
convexes; on peut définir sur E @ F une topologie d’espace 
localement convexe et une seule qui possède la propriété sui- 
vante : quel que soit l’espace localement convexe G, il existe 
une correspondance biunivoque entre les applications linéaires 
de E @ F (muni de cette topologie) dans G et les applications 
bilinéaires continues de E X F dans G; le complété de E @ F 
pour cette topologie est noté E @ F. 

Deux applications continues étant données u,: E,—F, 
et u,: E,—F,, on en déduit une application continue 
u,®u,: E,®E,>F,@F, qu prolonge l’application u, ® u,: 
E, ® E,—F, ® F,. Lorsque les applications u, et u, sont sur et 
que E,, E,, F,, F, sont des espaces (9), u, ® u, est une applica- 
tion de E, @E, sur F, @F,. 

Soit V un espace fibré a fibre vectorielle (*), de base (, de 
fibre type C? et soit F un espace vectoriel topologique locale- 
ment convexe; l’espace [8(V)] ® F coïncide avec l’espace 
des sections indéfiniment différentiables de l’espace fibré 
V @(Q x F) (c’est-à-dire de l’espace fibré de base 0, de fibre 


Cre F, les changements de cartes opérant trivialement sur F 
et de la manière ordinaire sur CP) : l’espace [d'(V)] ® F coincide 
avec l’espace £(D(V’), F| des applications continues de D(V’) 
dans F, et aussi, par transposition, avec l’espace {[Fc, D'(V)|, 
où F; désigne le dual de F muni de la topologie de la conver- 
gence uniforme sur les parties compactes de F. 

Certains espaces vectoriels topologiques, nommés par A. 
Grothendieck « espaces nucléaires » possèdent des propriétés 
particulières importantes relativement aux produits tensoriels 
topologiques; il nous suffira ici de savoir: 


(!4) Les résultats qui vont suivre ne sont donnés dans les ouvrages cités que pour 
Q = R’, iln’y a aucune difficulté à les étendre au cas général. 
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1° Que 8(V), &(V), D(V), DV) et leurs sous-espaces munis 
de la topologie induite sont nucléaires. 

20 Que, si E, et F, sont nucléaires, si E, et F, sont des espaces 
vectoriels topologiques localement convexes, et si u, et u, sont 
respectivement des applications continues biunivoques E,—F, et 
E,—F,, u, ® u, est une application biunivoque E,® E,—F, @F,. 

30 Que, si E est un espace nucléaire et F un espace localement 
convexe, on a: E@ F = {{(F6, E) = {Ec, F) ([12], chapitre n, 
§ 2, théorème6; et § 3, théorème 13, exemple 1, qui sera l’exemple 
utilisé ici). 

Soient V, et V, deux espaces fibrés a fibre vectorielle 
de base Q, de fibres-type respectivement C’ et C’. L’espace 
aD(V,), D(V,)} = DV.) @D(V,) sera appelé espaces des 
(V,, V,)-noyaux : il coïncide avec l’espace des distributions a 
valeurs dans l’espace fibré de base {2 X Q, de fibre Cr @ C1, 
où les changements de cartes sont définis par le produit 
tensoriel des matrices qui définissent les changements de cartes 
dans V, et V,{"). 

Un tel noyau est dit régulier s’il se prolonge en une applica- 
tion €{/&(V.), D(V,)], et s’il applique 9(V,) continuement 
dans &(V,); autrement dit s’il est à la fois dans &(V,) ® D'(V,) 
et dans ®D'{(V;) ® &(V,) (remarquons que, d’après les pro- 
priétés 10 et 20, ces deux espaces sont des sous-espaces de 
D'(V;) & P'(V,) et sont munis de topologies plus fines que ce 
dernier). Il est dit très régulier, s’il est régulier et si, en outre, 
la distribution qu'il définit sur Q x Q est indéfiniment 
différentiable au-dessus de tout point de Q X Q qui n’appartient 
pas à la diagonale. 

Soit D un (V,, V,) opérateur différentiel; un (V,, V,) noyau 
Eet{|D(V,), D'(V,)] est dit « noyau élémentaire à gauche (resp. à 
droite) de D si, pour tout oeD(V,), on a: E(Dœ) = 9 (resp., pour 
tout ¢€D(V.), on a: DE? = 9). 

Soit © un ouvert € (2; un«(V,, V,)-noyau défini sur © » sera 
par définition un (W,, W,)-noyau, avec W, = py, (0), W,= pv, (0). 


PROPOSITION 13. — Si D est un (V,, V.) opérateur différentiel 
elliptique, vérifiant Db&(V,) = &(V;), et possédant, au-dessus 
de tout ouvert relativement compact d’un recouvrement de Q un 


(15) Cela constitue le « théorème des noyaux » de L. Scawarrz. Notons aussi que 


l'espace &(V/) @ &(V;) coïncide avec l’espace des sections indéfiniment différen- 
tiables du fibré précédent. 


= 
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noyau élémentaire à droite régulier, et st F est un espace (5), ona: 


(D @ I) [8(V,) & F] =8(V,) @F 


(D@1)[D(V,)@F|=9'(V,)@F ([=application identique FF) 

La première assertion résulte de ce que D et I sont sur, et 
que &(V,), &(V,), et F sont des espaces (%). 

A partir de là, nous allons démontrer la deuxième par le 
même raisonnement qui nous a servi au théorème 3. Soit {0,} le 
recouvrement considéré dans l’énoncé, que nous pouvons sup- 
poser localement fini; soit {0;{ un recouvrement plus fin, avec, 
pour tout i, 0; ¢ O;; soit {a} une partition de l’unité subordonnée 
à ce dernier recouvrement, et soit, pour tout 1, 6; une fonction 
«Do, égale à un sur 0;; soit E; le noyau a droite relatif à O;. 
L'application B;: g—f;g de ®'(V,) dans &9,(V.) définit une 
application 8,@I1: [®(V.)]8 F —69,(V:) ®F; et E, définit 
une application (E;@ I): &9(V.) 8 F>%9(V,) ®F vérifiant; 
(D @ 1)(E,® I)G=¢ pour tout Sea. (V2) ® F. 

Ceci posé, soit fe{9’(V,)|®F, donné; on considére 
Z=(E,21)(,eNf; dans 0:n0=0, &—$ est dans 
Do (V,) OF et y vérifie (D ® I)[g;— gj] =90, donc, en tant 
qu’élément de {|F6, Do (V,)] est dans {|F6, Ho(05)] = H,(0;)) ® F, 
(Ho(0%) désignant l’espace des solutions dans Où. dé De= 0); 
en particulier, dans Oj, &— gj est dans 60, (V:) @F. Maa 

On considére alors la somme h = >\4:8;; f—(D@I) A est 
indéfiniment différentiable car dans 0;: 


f—(D@ Nh=(D®1)Da(g—&)- 
Done, il existe h,¢[8(V,)] @ F vérifiant (D @ DA, =f—(De@Ih 


d’où le résultat. 


THEOREME 9. a 

a) Dans les mémes hypothèses qu’à la proposition 13, D pos- 
sède un noyau élémentaire à droite très régulier. 

b) Si, en outre, D' vérifie les mêmes hypothèses, D possède un 
noyau élémentaire bilatère très régulier. 


DÉMONSTRATION. FREE 
a) Appliquons la proposition 13, avec F = &(V;): il vient 
(D @ 1)2(V,) 8 6(V;) = D'(V:) 8 &(V:). 
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On sait que le noyau [v,(”) est dans D'(V,) & &(V:), donc | 
il existe un noyau Eed(V,) & 6(V,) vérifiant Del E— Ir; 
E est un noyau élémentaire à droite de D. Mais, pour 
tout œeD(V.,), E considéré comme ef(D(V.), D'(V)] vérifie | 
o = D(Eg)eD(V,); comme D est elliptique, cela entraîne: | 
Eceë(V,); il résulte alors du théorème du graphe fermé que E 
est un opérateur linéaire continu de D(V,) dans &(V,), donc est 
dans 6(V,) ® (V;); E est donc régulier. 

Soient enfin 0; et ©, deux ouverts ¢®, dont l'intersection 
est vide; au-dessus de 0, X O,, la restriction de E est dans 
DAV) 6 Eat) = 4[85(V,), DVI}, et vérifie (D 8 1) E —0; 
on voit alors comme ci-dessus que E, au-dessus de 0, X O., 
est dans £(64,(V2), 8.(V:)] = &,(Vi) 8 &9,(V2) 5 cela montre que 
la distribution définie sur 2 x par E est indéfiniment diffé- 
rentiable au-dessus de ©, X 0,; donc E est très régulier 


(cf. note (°)). 


b) Lemme: Si D et D’ sont elliptiques, tout noyau élémentaire 
bilatère de D, s’il en existe, est nécessairement très régulier. 

En effet, l'équation (D @ Iy,) E = Iv, montre, comme pré- 
cédemment que E est dans &(V,) ® D'(V.). 

L’équation (Iy,® D’) E =I), montre que E est dans 
D'(V,) ® &(V,). Enfin, au-dessus de 0, X 0, O, et O, étant deux 
ouverts cQ d’intersection vide, EeD,(V,) & &9,(V:) vérifie 
(D@eI)E—0, donc appartient à &9,(V,) ®&y,(V,) d'où le lemme. 

Ceci posé, il nous suffira de démontrer que D possède un 
noyau élémentaire bilatère; soit E, un noyau élémentaire à 
droite; montrons qu’il existe E'eD'(V,) & D'(V;) qui vérifie: 


(D@elr)E' =—0 
(Iv, © D’) a, => Iv, — (Iv, @ D’) BA 


Le second membre de la deuxième équation vérifie : 
(D @ Iy) [Iv,—(Iv, @ D)E]=0 


(en effet cela s’écrit aussi (D® ly,) Ivy, —(1v, @ D’) lv,=9, 
formule qui est équivalente a la définition de D’). Donc, 
Iy, — (Iv, ® D’) E €H ® D'(V:); comme Hp est un espace (3), il 


(18) C'est-à-dire l’application identique D{V,) > D(V:). 
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existe, d’après la proposition 13 un E’eH, & D'(V;) vérifiant 
(I @ D’) = Ily,— (Iv, @ D’) E,, d’où le résultat. 
Alors E’+ E, = E vérifie (D@ Iy,)E = Iv, et (1, @ D’) E=Iy 


LA Ld = * = A = 2] AY La % 
donc est un noyau élémentaire bilatère, d’où le théorème. 


CoroLLaIRE. — Lorsque Q n’est pas compacte, st D' est du 
type (PA), D possède un noyau élémentaire à droite très régulier. 

Si D est aussi du type (PA), D possède un noyau élémentaire 
bilatére très régulier. 

D’après les théorèmes 5 et 9, il suffit de démontrer: tout 
point æe{) possède un voisinage O sur lequel D possède un 
noyau élémentaire à droite très régulier; cette proposition 
étant locale, nous pouvons supposer que V, et V, sont 
identiques à R" X C?; la proposition 9 montre que tout point 
æeQ possèdera un voisinage © tel que l'application D’: 
RS — Ay soit un isomorphisme. 

Alors, application D D’: 35 — (KS) est un isomorphisme 
sur; soit Eo l'application inverse; la restriction de Ey à Kg” 
est un noyau élémentaire bilatére de DD’ au-dessus de 0, 
soit Eo; le lemme précédent montre qu’alors Eg est très régu- 
lier, donc que D’Eg est un noyau élémentaire à droite de D très 
régulier. 


Remarque. — Si D est du type (P) a coefficients analytiques, 
D et D’ seront du type (PA); donc D possède un noyau élé- 
mentaire bilatère, E; au-dessus d’un voisinage de tout point de 
Q x Q n’appartenant pas à la diagonale, E vérifiera une équa- 
tion du type (P) à coefficients analytiques sans second membre, 
donc sera analytique; par conséquent : 

Tout opérateur différentiel de Petrowsky à coefficients analy- 
tiques sur une variété non compacte connexe possède un noyau 
élémentaire bilatère très régulier, analytique en dehors de la 
diagonale. 

Ce résultat s’appliquera notamment à l'opérateur A sur un 
espace de Riemann à ds’ analytique. 
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NOTE SUR LES FONCTIONS MOYENNE-PERIODIQUES 


par Paul KOOSIS 


Dans le premier paragraphe de sa thèse [1], J. P. Kanane 
a présenté un exposé rapide de la théorie des fonctions moyenne- 
périodiques & une variable, fondé sur la notion de transformée 
de Fourier-CARLEMAN d’une fonction moyenne-périodique. 

La démonstration que donne J. P. Kanane du théorème 
principal (« une fonction dont le spectre est vide est identique- 
ment nulle ») utilise explicitement le théorème de TrrcuMarscu 
sur le produit de composition (convolution) de deux fonctions, 
le théorème de Parey-Wiener, le théorème d’Hapamarp 
sur la décomposition canonique des fonctions entières. Impli- 
citement, cette démonstration utilise le fait que l'inégalité 
lo (#)|< |b (#)| < Kl |-Pet'?! (w = u + iv), portant sur les fonc- 
tions entières ¢ et Y, en dehors de cercles de rayon € assez 
petit entourant les zéros de y, entraîne que l'inégalité entre 
termes extrêmes est valable dans tout le plan (). 

Le but de cette note est de montrer comment on peut éviter 
de recourir à tous ces arguments. En nous basant sur une idée de 
L. Scawarrz [2], considérablement simplifiée, nous faisons 


seulement usage de la décomposition canonique de HapAMARD 
pour les fonctions de type exponentiel fini. Nous obtenons 
comme corollaires du théorème principal certaines des propo- 


sitions utilisées comme lemmes dans BRE 


§ 4. Une fonction f continue dans (— 0, 2) est dite moyenne- 
périodique s’il existe une mesure non nulle m a support compact 


(2) C’est ainsi qu’il faut rectifier, selon J. P. KAHANE, l'argument utilisé p. 45, 1. 6, 
qui, à la lettre, est incorrect. 
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telle que m»f=0. Soit f une fonction moyenne-périodique, 
et posons 

D TES 0, 

ol | nO) 


Si m«f=0, m étant une mesure a support compact, la 
fonction g = m+f est aussi à support compact. Si M(w) et 
G(w) sont respectivement les transformées de FourIER 
de m et de g, on appelle transformée de Fourrer-CARLEMAN 
de f la fonction, méromorphe dans le plan entier 


On voit immédiatement que F(w) ne dépend pas du choix 
de la mesure m pour laquelle m« f= 0. 

On peut maintenant supposer que le support de m est contenu 
dans la demi-droite positive. Un simple examen montre alors 
les faits suivants : 

Si M(a) = 0, la fonction m,(x) = fee" dm(y) est à support 
compact, contenu dans le plus petit intervalle contenant le 
support de m. 

Si de plus a n’est pas pôle de F(w), on a aussi m,*f=0 
m,(x) a pour transformée de Fourier la fonction cee 

Leur démonstration est contenu dans celle du théorème 1 


de [1], § 1. 5. 


$ 2. Voici la démonstration du théorème principal : 

Si F(w) n’a pas de pôles, f se réduit à zéro. 

Soit d’abord mxf=0, m0. On peut, par composition 
s’il est nécessaire, assurer que dm(x) = p(x) dx, p(x) ayant 
une dérivée seconde continue et bornée. M{w) est de type 
exponentiel fini, donc, d’après un théorème bien connu de 
HADaAMmaARD, 


M (w) = Act II (1 Rs 3 ett 
n a, 
où les a, sont les zéros non nuls de M(w). D’ot 


Mw) = aM (w) +) SA) M) (9 


PEUT 


Do © 


my ss 
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M (w M (w 
kM(w) , Mi») 
w md; 
Fourier de P (x) = L ["k ( ) di et AN ES ie ia (æ—7) / 
o\ cence hry Paw) = jf, oe? ply) dy, 
et p,* f= p,xf—=0. Considérons alors la série 


étant respectivement les transformées de 


/ 


ap (x) + py(%) + Y( Pal) + PEN (2) 


Qa, 


Je dis que cette somme est normalement convergente. En 
effet, deux intégrations par parties successives donnent 


ta (x — 7) 


ene ily) dy, 


p(t) , 4 
a 
Pat) + = Ldn | (1 — eine) p(y) dy. 


Cette derniére quantité est bornée en module par Cla,|~” 
pour un certain C, car |p"(y)| est borné (*). Comme on sait, par 
des résultats classiques, que Yla, 
bien normalement convergente. 

La série (2), dont tous les termes sont des fonctions ayant 
leurs supports contenus dans le même intervalle (le plus petit 
contenant le support de p) converge donc dans L, vers une 
fonction ayant, d’après (1), M'(w) pour sa transformée de 
Fourrer. Or c’est la fonction — ixp(x). On a donc f+ ap = 0, 
car pxf = Po*f = Pr = 0 pour chaque n. En itérant, 
on obtient f+hp—0 pour chaque polynôme (x), et cela 
entraîne f = 0. C.Q.F.D. 


-? converge, la série (2) est 


CoroLtaIRE. — Si f est moyenne-périodique et nulle sur une 
demi-droite, f = 1. 

Car on peut alors prendre f = fr, donc g =m+f = mxf = 0 
et F(w) = 0 n’a pas de pôles. De là le résultat de J. P. KAHANE 
dans son § 1. 2. suit immédiatement. 


(2) En effet, soit ia, =a + i8.Sia<1, c’est évident. Sinon, posons qly) = ele p(y). 
LC 
La dernière intégrale s’écrit p! (x) — e@*9 (x), avec (x) = if e“@—Nq{(y) dy. 


Les fonctions p, Pl; P'; q Pn et © s’annulent en dehors d’un intervalle (0, k) où 


\q(y) |< M, et les extrema des parties réelle et imaginaire de 9(x) sont donnés par 


R (resp 3}(q(z) + 29(2)) = 0, d'où lela) < 2. 
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NOUVELLE DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL 
SUR LA CONVERGENCE DES POTENTIELS * 


par M. BRELOT. 


4. Considérons sur un domaine w de R*(t > 2) les fonctions 
sousharmoniques. Il est immédiat que la limite d’une suite dé- 
croissante (ou d’un ordonné filtrant décroissant) est — ou 
sousharmonique. Le cas de croissance est beaucoup plus difficile. 
Il est d’abord immédiat (T. Radd [9]) que pour des fonctions 
sousharmoniques wu admettant localement une même borne 
supérieure finie, la limite d’une suite croissante est presque 
sousharmonique (ou plus précisément sous-médiane) et cela 
s'étend d’ailleurs [4] à un ordonné filtrant croissant et à l’en- 
veloppe supérieure d’une famille de u. Cela signifie que la 
limite ou enveloppe diffère, seulement sur un ensemble E de 
mesure de Lebesgue nulle, d’une fonction sousharmonique 
dans w (nécessairement unique, dite régularisée). 

Puis on a établi (Brelot [1]) pour une suite croissante de ces u 
que la limite est «à peu près sousharmonique », c’est-à-dire que 
l’ensemble E est localement de capacité intérieure nulle, 
autrement dit que tout sous-ensemble compact de E est de 
capacité nulle. Enfin H. Cartan [6] a montré que la limite est 
« quasi sousharmonique », c’est-à-dire que E est de capacité 
extérieure nulle, ou, ce qui est équivalent, polaire ('); et 
énoncé s’étend à un ordonné filtrant croissant, donc à l’en- 
veloppe supérieure d’un ensemble quelconque de u. Cette 
forme ultime est un théorème-clef de la théorie moderne du 


* (Note sur les épreuves). On peut éviter d'utiliser la polarité de l’ensemble 
des points irréguliers et le lemme 5 grâce au lemme suivant démontré par Choquet: 
Si K est un compact (non de capacité nulle) dans le domaine Q, il existe 
sur K une mesure > 9 non nulle dont le potentiel us est fini continu dans Q. 
(!) Rappelons qu'un ensemble polaire est caractérisé par la Propreté locale qu il 
fait partie des infinis d’une fonction sousharmonique oe d’un potentiel de 
masses <0). Jl est immédiat qu’une réunion dénombrable d’ensembles polaires est 


polaire. 
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potentiel classique. De caractère local, il revient d’ailleurs à 
un théorème sur les potentiels de masses => 0 avec un noyau 
qui peut être, au lieu de h(r) (c’est-à-dire r’~*(t >2)] ou 


log * (< =2) ) la fonction de Green du domaine. 
r 


La démonstration de H. Cartan repose sur un long dévelop- 
pement de la théorie du potentiel, basé sur l’emploi de l’énergie, 
de la norme-énergie sur l’ensemble des mesures et la complé- 
tion de l’ensemble des mesures > 0 d’énergie finie; on traite 
d’abord le cas des potentiels d’énergie finie et on en déduit le 
cas général. 

Nous allons donner ici une autre démonstration, utilisant non 
plus l'énergie et une complétion correspondante, mais la 
compacité de l’ensemble des mesures >0 sur un compact, 
avec une limitation de la masse totale et la topologie de la 
convergence vague, notion indépendante de la théorie du 
potentiel. Tout se ramène au cas d’un ensemble de fonctions 
localement uniformément bornées. On partira alors du cas 
des suites et du résultat facile primitif [1] que E est de 
capacité intérieure nulle (ce qui peut se déduire aisément 
du résultat classique de la théorie autonome du problème de 
Dirichlet, affirmant que l’ensemble des points-frontiére irrégu- 
liers est polaire). On passe à la capacité extérieure nulle grâce au 
résultat de Choquet sur la capacitabilité générale, résultat qui 
prend place maintenant, à côté de la mesure, dans les instru- 
ments fondamentaux de l’analyse. La seule difficulté est alors 
de ramener au cas d’une suite, le cas de l’ensemble initial de 
fonctions. Ainsi se trouve fort peu utilisée la théorie propre- 
ment dite du potentiel qui, comme on l’a déjà fait [3], peut 
alors être basée sur le théorème en question. 

Nous allons indiquer rapidement sous une forme aussi élé- 
mentaire que possible, les éléments préliminaires à cette nou- 
velle démonstration, dans un ordre qui peut être suivi pour un 
développement détaillé. 


2. Préliminaires. — Renvoyant pour les généralités à 
[9] [4] [2] [5] [6], considérons dans R* un domaine Q par 
exemple sphérique, de fonction de Green G(M, P). On notera 


Ue le « potentiel de Green » JG (M, P)du.(P) d’une mesure de 
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Radon portée par un compact de (2. Si E est un compact dans (, 
soit W la solution du problème de Dirichlet dans  —E avec 


valeur 4 sur la frontière E de E et 0 sur celle @ de Q. Le pro- 
longement (W, 1) de W par 1 sur E est continu dans Q, sauf 
peut étre aux points de E qui sont points-frontiére irréguliers 
pour Q—E. Or ces points irréguliers forment un ensemble E,, 
réunion dénombrable de compacts possédant la propriété que 
toute charge > 0 sur chacun a un potentiel non borné au 
voisinage (*); et l’on sait que cette propriété pour le compact 
équivaut à ce qu’il soit polaire (Frostman-Brelot, voir [2] th. te 

E, est donc polaire et (W, 1) est finie, continue sauf aux 
points d’un ensemble polaire (ou comme on dit, quasi-partout). 
Si » est surharmonique > 0 sur Q, égale à + 0 sur E,, W + he 
est surharmonique quel que soit À > 0, done (W, 1) est presque 
surharmonique (donc méme quasi-surharmonique). La régula- 


risée (W, 1) est un potentiel de Green dans 0, dit potentiel 
capacitaire de E; la mesure associée est dite capacitaire et la 
masse totale correspondante est dite capacité de E (relative- 
ment à Q). On définit la capacité intérieure d’un ensemble de 2 
comme la borne supérieure des capacités des compacts conte- 
nus et la capacité extérieure comme la borne inférieure des 
capacités intérieures des ouverts contenants. 

La condition de capacité extérieure nulle équivaut à la pola- 
rité [6] (*). Après ces généralités élémentaires, mettons en évi- 
dence comme lemmes les propriétés essentielles suivantes : 


Lemme 1. — Pour un ensemble borélien (ou même d’ailleurs 
analytique) dans Q, les capacités intérieure et extérieure CoÏnci- 


dent. 
C’est un cas particulier des résultats de Choquet [7] sur la 
notion trés générale de capacité contenant la précédente. 


Convergence vague (*). — Considérons les mesures {. sur un 


(2) Cette propriété générale d’un domaine ou d’un ouvert borné peut s’établir, un 
peu plus facilement que par les maniéres voisines du travail original de Evans [8], 
avec seulement quelques notions immédiates sur le potentiel, selon [5]. ps \ 

(3) On pourrait dans ces éléments introductifs éviter de parler de la polarité, qui 
n'intervient dans la suite que comme propriété de capabite exterenr? nulle. Mais la 
notion est importante et directement indépendante de Q, l'équivalence est facile et 

commode. 
à tres dans [6] et Bourbaki (intégration) des notions plus générales et résultats 


plus forts. 
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compact E. La topologie vague sur l’ensemble de ces y est la 


moins fine rendant continue | fide pour chaque f finie continue 
sur E. La convergence (vague) d’une base de filtre # sur ces 4 


vers u, se traduit par la condition [ fdu. | fap. pour toute f. 

Lemme 2. — Les mesures  >0 sur E telles queu(E) <k fixé 
forment un compact, c’est-a-dire que a tout filtre sur ces mesures 
on peut associer un filtre plus fin qui converge (vaguement). 

Une démonstration immédiate consiste à voir que tout 
ultra-filtre ® sur ces uv. est convergent. Pour chaque f, J fay. 
transforme ® en une base d’ultra-filtre sur un intervalle fini 
de la droite numérique, base qui converge donc vers un nombre 
fini. Ce point de convergence est une fonctionnelle de f définis- 
sant une mesure > 0 vers laquelle converge ®. 


Systéme total. — Sur E un systéme total de fonctions finies 
continues est tel que toute fonction finie continue sur E peut 
être approchée a ¢ près par une combinaison linéaire de fonc- 
tions du systéme. Un exemple est formé par tous les monomes 


am... a™; il est dénombrable. 
Lemme 3. — Considérons une base de filtre ¥ sur un ensemble 


de mesures x’ > 0 définies sur E avec les 4’(E) bornées. Si pour 

une mesure vu, > 0, fe dy! = [ + du, pour chaque + d’un sys- 

tème total, alors # converge vers 1, (*). 
Car si |f—XA,9,|<¢, on a 


| (tan fran SE, f du — [9 du 
où A majore les uv’ (E) et v..(E). 


+ 2eA 


Lemme 4. — Soit sur les mesures u >0O portées par E une 
base de filtre ¥ convergeant vers u, > 0. Alors en tout point 


M de Q : liminf Ur > Uk, 
F 
Car si [G],=(infG(M, P), k) 
fGdu> fiGhduz fIGhdu et f[Gledtore [Cdyn 
(5) De même pour les 9 d’un ensemble partout dense dans l’espace € des 


fonctions finies continues sur E. On sait qu’il existe un tel ensemble dénombrable, 
ce qui résulte aussi du système total dénombrable. 


PS ee 


a ee 
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6\. CUS 
: eee 5. — (°) Soit sur des mesures 4’ > 0 portées par E 
ont le potentiel est uni né nde 
ee eee : iniformément borné par K, une base de 
sag ie! a an Ree Uy dont le potentiel est donc aussi 
artic ; 3 
‘Salogtiece par se ler une suite tu, — U,). Soit o sur E une 
ée : 
par la constante L et continue hors d’un 
ensemble polaire E,; alors | o du! > | o du 
‘ % ‘ gt (002 
Soit en à ouv E, ité intéri 
+ effet o ouvert contenant E, et de capacité intérieure 
£ e. Sie est un compact dans à, u’(e)<k.cap(e) d’après la 


Ut 
comparaison de — et du potentiel capacitaire (’) d’où 


k 
w'(à) L ke et de même u (à) Lke. 


\ 


Done 


fedwi—|,_sgdp'| et  |fedu— Jase dpe 


sont < LKe tandis que 


dF: _3? dy! = |, ,dp 


d’où le résultat. 


3. THÉORÈME GENERAL DE H. Cartan. — Soit dans un 
ouvert de R° un ensemble de fonctions surharmoniques v > 0. 
L’enveloppe inférieure est quasi-surharmonique, c’est-à-dire ne 
diffère d’une fonction surharmonique que sur un ensemble de 
capacité extérieure nulle autrement dit polaire. 

On se ramène aussitôt au cas de fonctions uniformément 
majorées par une constante. Car si le théorème est alors établi, 
l'ensemble des inf(v, n) (n fixé) admet une enveloppe infé- 
rieure quasi-surharmonique ; donc la limite pour n— 2 de cette 
enveloppe est quasi-surharmonique, mais cette limite est 
justement l'enveloppe inférieure des #. 

On se ramène aussi au cas d’un domaine sphérique 2, puis 
en adjoignant les enveloppes inférieures d’un nombre fini 
quelconque de fonctions, on obtient un ensemble ordonné 
filtrant décroissant dont la limite selon le filtre des sections 


(®) Voisin du lemme 1 de [1]. ght 
7) Les deux fonctions s’annulent à la frontière où elles admettent des dérivées : 


normales : (puisqu’elles se prolongent même harmoniquement au travers de la sphère). 
L’inégalité des fonctions entraîne l’inégalité des dérivées d’où celle des flux et des 


masses totales associées. 
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vaut l’enveloppe inférieure de cet ensemble ou celle de l’en- 
semble donné. 

Il suffit encore d’ roe l'enveloppe dans un domaine sphé- 
rique concentrique (, de rayon plus petit. On remplacera 
dans Q—Q, chaque fonction surharmonique par la solution 


à = () 


du problème de Dirichlet dans la couronne avec valeur 0 sur Ô 


et la valeur de la fonction sur Ge Cela donne un potentiel 
de Green dans {). 

Finalement on est ramené a bp ordonné filtrant décroissant 
de potentiels de Green UF dans {), bornés par une constante K 
et dont les mesures x’ > 0 sont portées par le compact Q,; ona 
alors u/(Q,) < K.cap (Q,). 

Examinons d’abord le cas particulier d’une suite décrois- 
sante #, = Ut» de limite V, et dont le x, converge vaguement 
vers un » > 0. Montrons que V est quasi-partout égale à Ur. 

On sait par le lemme 4 que V > U?. Montrons que l’en- 
semble où l'inégalité stricte a lieu at polaire. C’est en effet la 
réunion LEE des ensembles boréliens E,(p entier) où 


V> Ur = -—. Voyons que E, est polaire. 


Or soit « a compact dans E,, v sa distribution capacitaire 


J Us dy = (uli du, +f Jus du. d’après le lemme 5. 


Donc ip (u¥+—) dE <f U du — f Ut dy 


ce qui exige y == 0 c’est-à-dire à de capacité nulle. 

Par suite E, est. de capacité intérieure nulle, donc (d’après 
Choquet (rare 1) de capacité extérieure nulle (°). 

Arrivons au cas général des UF auxquels nous nous sommes 
ramenés. Ordonnons les 4’ par la condition que 4, est «apres » us 
si Ute < U's. 

Il existe sur les pv’ d’après le lemme de compacité (2) un filtre & 


(8) C’est à peu près la démonstration donnée dans [1] où l’on montre dans un cas 
plus général que la limite est à près surharmonique : faute du lemme 1, on utilise alors 
la propriété (Frostman) qu’une réunion dénombrable d’ensembles boréliens de capa- 
cité intérieure nulle est de capacité intérieure nulle. On peut conclure comme dans 
[1] sans l'hypothèse de convergence vague des p, en utilisant une extraction de suite 
réalisant cette convergence vague, ce qu’on peut faire sans la forme générale de 
l’axiome du choix, par le procédé diagonal. 
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plus fin que le filtre des sections de l’ordonné filtrant et conver- 
geant vaguement vers une mesure u., > 0 sur Of 
, . . . . 7 À 
Partons d une suite de fonctions f, finies continues sur 0, 
que nous choisirons plus loin et soit €, > 0 tendant vers 0. 
Prenons un ensemble «, de 4 tel que 


J f, dv —) fi du,| se, quel que soit yea, 


et choisissons uw, dans %. 
Puis prenons dans a, un ensemble «, de & formé d’éléments 
situés «après » vu, et tel que 


| ff: do — ff, du 


et choisissons vy dans «,, etc. 
On forme ainsi une suite de mesures u/, > 0 sur Q, telles que 
Us. décroisse et que: 


Lf fe dur— ff, dus 


Précisons le choix des f. On part d’un système total (’) dénom- 
brable 9,9. --- $n--- de fonctions finies continues sur (2, et on 


prend pour les f la suite Dis Par Dos Pas Pos D35 Pis Pas Pas Dr; -.. 


«Ge quel que soit VEO, 


< Ep pour n > p. 


Alors on voit que | fox dus — gx du| sera moindre que €, 
pour k fixé, dès que n est assez grand, c’est-à-dire que 
ou dus ce J ex du 


ce qui entraîne la convergence vague de wp, vers Lu. 

D’après le cas particulier antérieur nous concluons que 
lim U# majore U et l’égale quasi-partout. 

D'autre part limU“ > Inf U!' = lim U" > Ut d’après le 
lemme 4. d 

Donc Inf U# majore Ut et l’égale quasi-partout. 
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